Dowéd Zasadniczego Twierdzenia
Algebry przypisywany jest powszechnie
Gaussowi. Rozumowanie Ksiecia
Matematykéw zawieralo jednak subtelng
luke, wyeliminowang dopiero na
poczatku XX wieku. Autor pierwszego
pelnego dowodu, paryski ksiggarz
Jean-Robert Argand, zajmowal si¢
matematyka jedynie hobbystycznie. ..
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zachodzi réwnosé

adb=bda.
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Zera funkcji kwadratowych
Arkadiusz MECEL"

Niejeden maturzysta marzy zapewne, zeby na egzaminie dojrzatosci
rozwiazywac nastepujace, z pozoru btahe, zadanie:

Zadanie 1. Wyznacz liczbe miejsc zerowych funkcji f(x) = x2 + 1.

Abiturienta nie zrazitlaby prawdopodobnie nawet drobna przeszkoda, jaka jest
wyrazny brak informacji o dziedzinie funkcji f. Z uwagi na wszechobecno$é
zbioru liczb rzeczywistych w obecnym programie nauczania wydaje sie,

ze o zadnych zerach mowy by¢ nie moze. Nawet stynna ,delta” nie jest

tu potrzebna.

Tym, ktorzy z powodzeniem przejda przez egzamin maturalny, przyjdzie,

by¢ moze, zetknaé sie z liczbami zespolonymi. Majg one te wlasnosé, ze wsrod
nich znajduja sie pierwiastki nawet tak opornych funkcji, jak f(z) = 22 + 1.
Co wiecej, kazdy wielomian jednej zmiennej zespolonej o dowolnych
wspolezynnikach (nie tylko catkowitych) ma pierwiastek zespolony. Dowdd
tego waznego faktu, znanego powszechnie jako Zasadnicze T'wierdzenie Algebry,
mtodzi adepci matematyki poznaja w przynajmniej kilku odstonach, nierzadko
bardzo nieoczekiwanych.

Réwnanie 22 + 1 = 0 ma dwa pierwiastki zespolone: i oraz —i. Liczba
pierwiastkéw pokrywa sie zatem ze stopniem wielomianu i nie jest to zaden
przypadek. Zamieniajac 22 + 1 na dowolna inng funkcje kwadratowa, nigdy
nie dostaniemy wigcej niz dwoch réznych miejsc zerowych. Co wigcej,

nie jest to fenomen dotyczacy wytacznie liczb zespolonych. Okazuje sie, ze
ograniczenie nie powiekszy sie, o ile zalozymy przynajmniej tyle, ze zaréwno
wspotezynniki, jak i dziedzina funkcji f(x) = az? + bz + ¢ wyposazone s3

w dowolna strukture okreslana w algebrze mianem ciala. Jak sie jednak
okaze, ,przynajmniej” nie zawsze znaczy ,malo”.

Niepusty zbiér K nazwiemy ciatem, jesli wolno w nim odpowiednio dodawaé
i mnozy¢ pary elementéw. Dzialania te oznaczamy zwykle przez ,+” oraz ,-”.
Co znaczy ,odpowiednio”? Muszg by¢ taczne i zwiazane znanymi prawami
rozdzielnosci. Kazde cialo musi mie¢ zero, oznaczane przez ,,0”, oraz jedynke,
oznaczang przez ,1”7. Sa one elementami neutralnymi odpowiednio dodawania
i mnozenia, a wiec dodawanie zera i mnozenie przez jedynke nie zmieniaja
elementu, ktéry poddajemy tym operacjom. Kazdy element musi mieé¢
element przeciwny, a kazdy poza zerem — element odwrotny. I rzecz dla nas
kluczowa: dziatania ,+” i ,-” maja by¢ przemienne.

Wspomnieliémy juz o liczbach rzeczywistych i zespolonych. Sa to przyktady
cial nieskonczonych. Tymeczasem juz na zbiorze dwuelementowym mozna
wprowadzi¢ strukture ciata. Rozwazmy zbiér {0, 1}. Przyjmijmy, ze dzialania
dodawania i mnozenia okreslone sg zgodnie z nastepujacymi tabelkami:

+lo1  -]o1
001 0]00
1/10 1]01

Nietrudno zidentyfikowaé¢ powyzsze reguly z dziataniami na resztach
z dzielenia przez 2. Czytelnik bez trudu sprawdzi, ze powyzsze warunki
zadaja na zbiorze {0, 1} strukture ciala dwuelementowego, oznaczanego
zwykle przez Fao. Skoro mamy ciato, mozemy rozwazaé¢ funkcje kwadratowe
i wyznacza¢ miejsca zerowe. Spojrzmy na funkcje f : Fo — Fy zadana
wzorem f(z) = % + 1, ktérej wspotezynniki naleza przeciez do Fa.
Podstawiajac elementy dziedziny, dostajemy:

fO)=0*+1=1, f1)=1241=0.
Ogdlnie, dla kazdej liczby pierwszej p zbiér {0,1,...,p — 1} reszt z dzielenia
przez p, wyposazony w dzialanie dodawania i mnozenia reszt, jest ciatem.
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A co z liczbami zlozonymi? Czy umiemy
wskazaé takie n, ze 22 + 1 ma wiecej
niz dwa pierwiastki modulo n? Czy

dla réznych n moze ich by¢ dowolnie
(skonczenie) wiele?

Historia odkrycia kwaternionéw jest
dobrze znana gléwnie z uwagi na
dublinski most Brougham i formuty
mnozenia, ktére w twérczym zachwycie
wyryt tam sam Hamilton. Jakiz to
wielki kontrast w poréwnaniu do
wspomnianego juz Gaussa, ktéry,
odkrywszy kwaterniony niemal

¢éwieré wieku wcezeéniej niz Hamilton,

uznal je za obiekt niegodny publikacji. . .

Analogiczna struktura zadana na zbiorze reszt z dzielenia przez liczbe ztozona
cialem by¢ nie moze — zachecamy Czytelnika do poszukiwania powodu.

Co oznacza bycie pierwiastkiem wielomianu z? + 1 w ciele F,? Jest to,
oczywiscie, zwigzane z podzielnoscia przez p. Jesli rozwazymy zbiér X liczb
catkowitych, takich, ktore podniesione do kwadratu i powiekszone o 1 sa
podzielne przez p, to elementy tego zbioru daja co najwyzej dwie rézne
reszty z dzielenia przez p. Ktore dwie? To juz inna historia. . .

Postawmy jeszcze jedno pytanie. Czy funkcja f(z) = 22 + 1 moze mieé
nieskonczenie wiele miejsc zerowych? Odpowiedz brzmi: tak! Przyktad
dziedziny majacej te wlasnosé jest tym bardziej zaskakujacy, ze znajduje
sie bardzo blisko cial. Mowa tu bowiem o kwaternionach, uogélnieniu
liczb zespolonych, ktérych odkrycie, datowane na rok 1843, przypisuje si¢
Hamiltonowi. Czym one sa?

Konstruujac cialo liczb zespolonych, do zbioru liczb rzeczywistych doktadalismy
tajemniczy element ¢, ktorego kwadrat byl réwny —1. Kwaterniony powstaja
na podobnej zasadzie, ale zamiast jednego elementu obcego rozwaza sie az trzy.
Nazwijmy je i, j, k. Kazdy z nich, podobnie jak jednostka urojona, ma te
wlasnosé, ze jego kwadrat to —1. Co wiecej, iloczyn dowolnych dwoéch réwny
jest trzeciemu (z dokladnoscia do znaku). Dokladniej,

ij=k, gJk=1i, ki=j gji=—-k, ik=-j5, kj=—1i.
O ile dowolny element w ciele liczb zespolonych wyraza sie jako a + bi,
gdzie a,b € R, w przypadku kwaternionéw dowolny element przedstawia
sie jako a + bi + cj + dk, gdzie a, b, ¢, d to dowolne liczby rzeczywiste.
Kwaterniony mozna dodawaé i mnozy¢ (stosujac analogiczna metode jak dla
liczb zespolonych). Dzialania sg taczne, zachowane sg prawa rozdzielnosci.
Znajda sie, rzecz jasna, zero i jedynka. Niemniej jednak kwaterniony nie sg
cialem, a powdd podalidémy juz na starcie. Pogwalcona zostala przemiennosé
mnozenia. Istotnie, ij = k, ale ji = —k. Ta drobna (i jedyna!) réznica — brak
przemiennosci mnozenia, ktéry wyklucza kwaterniony z klasy ciat — ma
powazne konsekwencje dla zliczania pierwiastkéw wielomianow.

Przyjrzyjmy sie sprawie doktadniej. Funkcja f(x) = 22 + 1 ma na pewno
przynajmniej trzy kwaternionowe zera. Sa to elementy ¢, j, k. Za duzo jak
na cialo, ale wciaz za malo jak na ,nieskonczenie wiele”. Podstawiajmy
wiec dalej:

i j k 2 5% k2 dj ik gk §i ki kj
f( + )3+3+3+3+3+3+3+3+3+1
_ —1—1—1+k—j+z—k+]—z+1:0‘
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Nie tylko otrzymaliSémy kolejne miejsce zerowe, lecz takze ztapalidémy
nieprzemienno$¢ kwaternionéw na goracym uczynku. Otrzymane zero to skutek
reguly mnozenia elementéw i, j, k. W podobny sposéb mozemy otrzymaé coraz
wiecej pierwiastkéw. Doktadny rachunek pokazuje, ze wsrdéd kwaterniondéw
postaci a + bi + cj + dk funkcja 2 + 1 zeruje si¢ dokladnie na tych, w ktérych
wspOlezynnik a réwny jest 0 (tzw. kwaterniony czyste), a ktére leza na sferze
opisanej réwnaniem b% 4 ¢ + d? = 1.

V3 V3 V3

Kwaterniony zaprowadzily nas zatem daleko od poczatkowych rozwazan.
Ale czy aby na pewno? Czy nie ma w tym zadnego podstepu? Pierwiastki
przez nas wskazane, cho¢ jest ich duzo, sa bardzo podobne. Wiele z nich
rozni jedynie tzw. sprzezenie. Oznacza to, ze jesli utozsamiliby$my wszystkie
pary pierwiastkéw x,y, dla ktorych istnieje kwaternion odwracalny w,

taki, ze spetniony jest warunek x = v~ 'yu, to zostalyby nam doktadnie. ..
dwa pierwiastki! I nie jest to przypadek, ale calkiem powazne twierdzenie

i wladciwos¢ majaca analogie wsréd wielomiandéw wyzszych stopni.

Ale o tym to juz przy innej okazji. . .
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