Informatyczny kacik olimpijski (56): Melodia

Tym razem omoéwimy zadanie z pogranicza informatyki i muzykologii, ktore pojawito

si¢ na Baltyckiej Olimpiadzie Informatycznej w biezacym roku. W zadaniu mamy

do czynienia z pewnym instrumentem muzycznym, za pomoca ktérego mozna

zagra¢ n rodzajow nut. Muzyk ma zadang melodie, ktéra chciatby zagra¢ — jest to
sekwencja m kolejnych nut. Niestety, nie jest to takie proste. Ot6z zagranie kazdej nuty
wymaga zakrycia niektérych otworéw instrumentu, a jesli dwie nuty istotnie réznig

sie wymaganym sposobem zakrycia, to muzyk nie jest w stanie zagra¢ jednej z tych
nut bezposrednio po drugiej. .. Innymi stowy, dla kazdej pary nut wiadomo z géry, czy
mozna zagraé je pod rzad, czy tez nie. Z tego wzgledu zagranie zadanej melodii moze
nie by¢ mozliwe. Muzyk chcialby wiec zagra¢ melodie mozliwie najblizsza zadanej,

to znaczy zagrac taka melodi¢ ztozong z m nut, ktéra bedzie réznita si¢ od zadanej
na najmniejszej mozliwej liczbie pozycji — i my mamy mu w tym pomédc. Dodajmy,
ze w naszym zadaniu liczba mozliwych nut jest stosunkowo niewielka (rzedu 100),
natomiast cata melodia moze sktadaé¢ sie nawet ze 100000 nut.

Jednym z pierwszych pomystéw, jaki narzuca sie

po przeczytaniu tego zadania, jest programowanie
dynamiczne. Ponumerujmy poszczegélne rodzaje nut od 1
do n i oznaczmy kolejne nuty w zadanej melodii przez
ai,az,...,an. Niech dalej tablica wartosci logicznych

cli, j] reprezentuje podane pary nut, ktére mozna zagraé
bezposrednio jedna po drugiej; zaktadamy, ze dla kazdego
i =1,...,n zachodzi c[i, i] = true. Chcemy wypelni¢
dwuwymiarowsg tablice ¢, w ktérej pole t[k, ] oznacza
najmniejsza liczbe bledéw, jakie moze popelni¢ muzyk,
grajac — zamiast fragmentu melodii a1, ..., ar — jakas
melodie dtugosci k koniczaca sie nuta typu i. Pomijajac
warunki brzegowe, pola tablicy ¢ mozemy wyznaczac

za pomoca prostej zaleznosci rekurencyjnej, w ktorej
sprawdzamy wszystkie mozliwe rodzaje nut, jakie mogty
wystapi¢ w melodii bezposrednio przed zadang nuta:

(%) tlk,i] = (1 — diay,) + m]m{t[k —1,7] : c[j,i] = true}.

W powyzszym wzorze 6.y oznacza 1, jesli x = vy,
a 0 w przeciwnym przypadku. To rozwiazanie dziata w czasie
O(mn?) i pamigci O(mn).

Da si¢ jednak lepiej. Naturalne wydaje sie¢ skorzystanie

z faktu, ze powyzsze rozwiazanie oblicza jedynie O(mn)
réznych wartosci. Gdybysmy tylko byli w stanie jako$
sprytniej wyznaczaé¢ minimum we wzorze (), np. w czasie
stalym, to uzyskalibySmy rozwigzanie dziatajace
zadowalajaco szybko. Pewna wskazdwka jest tu pierwszy
sktadnik wystepujacy we wzorze (x). Ot6éz, w przeciwienstwie
do drugiego skladnika, moze on przyjmowaé tylko dwie rézne
wartosci, ktore zaleza jedynie od tego, czy w k-tym kroku
decydujemy sie zagraé¢ poprawng nute ag, czy tez nie.

Przyjrzyjmy sie pierwszemu z tych przypadkdéw i sprébujmy
zmieni¢ nieco nasze podejscie. Gdyby udato nam si¢ wyznaczyé
jednowymiarows tablice p, w ktérej p[k] to maksymalna liczba
poprawnie zagranych nut podczas wykonywania poczatkowego
fragmentu melodii dtugosci k, przy zalozeniu, ze k-ta nute
zagramy poprawnie, to moglibyémy juz tatwo podaé¢ wynik

— bytoby to maksimum ze wszystkich elementéw tablicy p
(dlaczego?). Przy wypelnianiu tego typu tablic za pomoca
programowania dynamicznego p[k] oblicza sie zazwyczaj jako
maksimum z tych wartosci p[l] + 1, dla [ < k, ktére ,pasuja do
faktu p[k]”. W naszym przypadku przy obliczaniu p[k] bierzemy
pod uwage te wartosci p[l] 4+ 1, dla ktérych istnieje poprawna
(czyli mozliwa do zagrania) melodia dtugosci k zawierajaca na
odpowiednich pozycjach nuty a; i ar.

Nie dosy¢, ze powyzsze rozwiazanie ma na starcie ztozonosé
czasowa 2(m?), to jeszcze nie bardzo widaé, jak takie pll]
znajdowac. Jest do tego potrzebny pewien pomyst: otéz
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tablice c mozemy potraktowac jako macierz sasiedztwa pewnego
grafu. Wowczas warto$é p[l] + 1 pasuje do p[k], jesli w tym grafie
istnieje Sciezka dtugosci k — [ taczaca nuty a; oraz ar. W tym
celu wystarczy sprawdzié, czy najkrotsza $ciezka w grafie

od a; do ax ma dlugos$é nieprzekraczajaca k — | (to przejicie
myslowe wynika akurat z faktu, ze c[i, i] jest zawsze prawdziwe).
Najkrotsze $ciezki miedzy wszystkimi parami wierzchotkéw
(nut) mozemy wyznaczyé w czasie O(n®), czy to za pomoca
algorytmu Floyda—Warshalla, czy to wielokrotnie wykonujac
przeszukiwanie wszerz.

W ten sposéb rozwiazaliémy problem implementacji nowego
rozwiazania, ale ciagle nie uporaliSsmy si¢ z jego paskudna
zlozonos$cig czasowa. Jedynym nowym pomystem, jaki pojawit
sie po drodze, byto wprowadzenie grafu nut. Jesli zdecydujemy
sie poswigci¢ mu jeszcze troche uwagi, to ta decyzja okaze sig
kluczowa dla skonstruowania efektywnego rozwigzania.

Potrzebne jest nam mianowicie juz tylko nastepujace
spostrzezenie: graf nut ma zaledwie n wierzchotkéw, wiec
wszystkie najkrétsze sciezki w tym grafie maja dlugosci
nieprzekraczajace n — 1. To oznacza, ze dla danego p[k]
wszystkie wartosci p[l] + 1 dla i < k —n + 1 sa z pewnoscia
dobre, a zatem przy obliczaniu p[k] wystarczy tylko
rozwazy¢ elementy tablicy polozone co najwyzej n pdl
wstecz oraz maksimum ze wszystkich elementéw potozonych
jeszcze wezesniej!

Zanim jednak zaczniemy $wietowaé nasz sukces, musimy
poczynié przykre spostrzezenie, ze graf nut moze nie by¢é
spéjny. To oznacza, ze dla danego p[k] niektére nawet bardzo
odlegte wartosci p[l] + 1 moga nie by¢ dobre. Przezwyciezenie
tej trudnosci okazuje sie juz tylko kwestia czasu. Mozemy,

na przyklad, pamietaé zawsze n ostatnich elementow

tablicy p, a takze maksima ze wszystkich wczesniejszych
elementéw pogrupowane po poszczegdlnych nutach (czyli

p[l] + 1 grupujemy po a;). Sprytniejsze rozwiazanie polega

na rozwazeniu kazdej spdjnej sktadowej grafu nut z osobna

i zastosowaniu dla niej metody z jednym pamietanym
maksimum — wéwczas nuty melodii wystepujace poza sktadowa
traktujemy po prostu jako niemozliwe do zagrania. W obu
przypadkach otrzymujemy algorytm dzialajacy w czasie
O(mn) i pamieci O(n). Do tego musimy jeszcze doliczy¢ koszt
wyznaczenia najkrétszych éciezek: czas O(n®) i pamigé O(n?).

Dodajmy na koniec, ze nasz muzyk nie bedzie specjalnie
zadowolony, jesli podamy mu jedynie minimalna liczbe btedéw,
jakie moze popelni¢ — chcialby przeciez wiedzieé, jaka melodie
powinien zagrac¢! Polecamy zatem Czytelnikowi zastanowié¢ sie
nad tym, jak odtworzy¢ wynik.
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