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Pojeé ,najmniej”, ,najwiecej” itp.
uzywamy tu ,nieostro”: najmniejsza
liczba w zbiorze to taka, od ktérej nie ma
mniejszej (ale moga by¢ inne jej réwne).

K5 droga
K1 K2 K4 \; K1

Rys. 1. Przyktadowa symulacja podrézy
zaczynajacej sie i koriczacej u kolegi K1,
wlasciwag podréz nalezy zaczaé od K4.

C

D
B

Rys. 2. Zakladamy, ze punkty A i C sa
biate, a punkty B i D — czarne.

Zadanie 1 pochodzi z obozu naukowego
Olimpiady Matematycznej w 1999 roku,
a zadanie 6 — z XL OM.

Ekstrema Joanna JASZUNSKA

W wielu problemach matematycznych warto rozwazaé elementy ekstremalne —
najwieksze, najkrotsze, najblizsze. .. Metoda ta bywa czesto przydatna w zadaniach
dotyczacych punktéw plaszezyzny lub graféw, czyli punktéw taczonych liniami.

1. Koledzy Fredka mieszkaja na okregu. Fredek chce ich wszystkich odwiedzi¢

i u kazdego z nich zatankowaé (bak w samochodzie Fredka ma nieograniczona
pojemnosé). Kiedy zatankowane paliwo zuzyje si¢ catkowicie, Fredek nie bedzie miat
mozliwosci kontynuowania podrézy. Wszyscy koledzy Fredka maja w sumie doktadnie
tyle paliwa, ile potrzeba Fredkowi na odbycie podrézy po calym okregu. Udowodnij,
ze Fredek moze rozpoczaé podrédz od takiego kolegi, ze jadac zegarowo po okregu

i tankujac po drodze, odwiedzi wszystkich kolegéw i wroci do punktu wyjscia.

2. W pewnym kraju jest skoniczona liczba miast, kazde dwa z nich taczy droga
jednokierunkowa. Wykaz, ze istnieje miasto, z ktérego mozna dojechaé¢ do kazdego
z pozostaltych (niekoniecznie bezposrednio).

3. Na plaszczyznie danych jest n punktéw, przy czym odlegtosci miedzy nimi sg
rézne dla réznych par punktéw. Kazdy punkt taczymy odcinkiem z jego najblizszym
sasiadem. Czy mozna otrzymaé w ten sposoéb tamang zamknigta?

4. Na ptaszczyznie danych jest n punktéw bialych i n czarnych, zadne trzy nie sg
wspotliniowe. Wykaz, ze mozna je tak potaczy¢ n odcinkami, by kazdy odcinek miat
konce réznych koloréw i by zadne dwa odcinki nie mialy punktéw wspdélnych.

Rozwigzania

R1. Przeprowadzmy symulacje podrézy Fredka, startujac od dowolnego kolegi

i dopuszczajac podrézowanie z ujemna iloscig paliwa (rys. 1). Nastepnie rozwazmy
tego kolege, po dotarciu do ktérego Fredek mial najmniej paliwa. Rozpoczynajac
od niego, Fredek jest w stanie odby¢ calg podroz z nieujemna iloscia paliwa. O

R2. Niech A bedzie miastem, z ktérego mozna dojechaé¢ do najwiekszej liczby

z pozostalych. Zalézmy, ze istnieje miasto B, do ktérego nie mozna dotrzeé z A.
Droga taczaca A i B prowadzi wiec z B do A. Wtedy z miasta B mozna dojechaé
do A oraz dalej do wszystkich miast, do ktérych mozna dotrzeé z A. Lacznie wiec
z B mozna dojechaé do wigkszej liczby miast niz z A, sprzecznie z wyborem A. [J

R3. Przypu$émy, ze otrzymalidémy lamana zamknieta A1 A2 A3z ... Ap ize A1 A2 jest
jej najdtuzszym odcinkiem. Wtedy z A; jest blizej do Ax niz do Az oraz z As jest
blizej do A3 niz do A;. Zatem odcinek A; Az nie mégl zostaé narysowany! [

RA4. Polaczmy punkty odcinkami tak, aby kazdy odcinek mial konce réznych koloréw
oraz by suma dtugosci wszystkich odcinkéw byta minimalna z mozliwych. Przypusémy,
ze odcinki AB i C'D maja wspélny punkt F (rys. 2). Wéwczas

AB+CD = (AE+ BE)+ (EC + ED) = (AE+ ED) + (BE + EC) > AD + BC

na mocy nieréwnosci tréjkata. Stad zmiana odcinkow AB i CD na AD i BC
zmniejszytaby sume dtugosci wszystkich odcinkéw, sprzecznie z zatozeniem. O

Zadania domowe

5. Na plaszczyznie dany jest skonczony zbiér punktow, z ktérych kazde trzy sa
wierzchotkami tréjkata o polu mniejszym lub rownym 1. Wykaz, ze istnieje tréjkat
o polu nie wigkszym niz 4, zawierajacy wszystkie te punkty.

Wskazowka. Rozwazmy tréjkat o maksymalnym polu utworzony przez dane punkty.
Przez kazdy z jego wierzchotkéw poprowadzmy prosta rownolegta do przeciwlegtego
boku. Otrzymamy tréojkat o polu nie wigkszym niz 4. ..

6. W przestrzeni dany jest skoficzony zbiér punktéw, z ktérych kazde cztery sa
wierzchotkami czworoscianu o objetosci mniejszej lub rownej 1. Wykaz, ze istnieje
czworoscian o objetosci nie wigkszej niz 27, zawierajacy wszystkie te punkty.

7. Na ptaszczyznie dany jest skonczony zbiér punktow, z ktérych zadne trzy nie leza
na jednej prostej. Wykaz, ze mozna wsrdd nich znalezé trzy takie, iz poprowadzony
przez nie okrag nie zawiera we wnetrzu innych punktéw tego zbioru.

Wskazowka. Rozwazmy takie dwa z danych punktéw, pomiedzy ktorymi odlegtosé
jest minimalna, oraz wszystkie przechodzace przez nie okregi.
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