Kacik przestrzenny (13)

Czworos$cian réwnoscienny to taki,
ktérego wszystkie Sciany sa przystajace
— patrz tez Delta 4/2012.

Rozwigzanie zadania F 822.
Zatézmy, ze ksiazke mozna traktowad jako
jednorodny prostopadtoscian.
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Jego (gléwne) momenty bezwladnosci
wzgledem osi O1, O2 i O3 wynosza
odpowiednio Iy, Iy oraz I3, przy czym
It < Iy < Iz. JeSli wy, wa i ws sa
skladowymi predkosci katowej ksigzki
wzdluz tych osi, energia kinetyczna
i kwadrat dlugosci wektora momentu
pedu wynosza odpowiednio
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L° = 11""1 + 12w2 + [SUJS.
Poniewaz na ksigzke nie dzialaja zadne
sity, wielkosci T' i L2 sg zachowane,
a wiec stala jest rowniez wielkosé
2T — L° =
2 2
= I2(I1 — I2)w; + I3(11 — I3)ws.
W opisanej sytuacji (obrét poczatkowo
wokol osi O1) wielko$é ta jest z dobrym
przyblizeniem réwna zeru. Skoro jednak
wspbélezynniki przy uJ? i wg sg ujemne,
to obrét wokél osi Oz lub O3z wiazalby
sie z przyjmowaniem przez rozwazang
wielko$é wartosci ujemnej, istotnie
réznej od zera, co nie jest mozliwe.
(Doéwiadczenie mozna zobaczy¢ na
www . youtube. com/watch?v=GgVpOorcKqc.)

Czworosciany réwnoscienne — czesSé 2

Kontynuujemy opowies¢ o czworoscianach rownosciennych — tym razem
przyjrzymy sie paru zadaniom z nimi zwiazanym. Jakis$ czas temu na konkursach
matematycznych temat tych wdzigcznych czworo$cianéw byt dosyé modny.
Sporo byto zadan tego typu: udowodnij, ze pewne dwa warunki charakteryzujace
czworoscian rownoscienny sg réwnowazne. Kazdy temat zostaje jednak kiedy$
wyeksploatowany. Czworo$ciany réwnoscienne pojawiaja sie w zadaniach
konkursowych do dzi$, ale sa duzo bardziej zakamuflowane. Jedno z takich zadan
znalazto sie niedawno na polskiej olimpiadzie matematyczne;j.

1. (OM 59-111-5) Pola wszystkich przekrojow réwnolegloscianu R plaszczyznami
przechodzgcymi przez srodki trzech jego krawedzi, z ktorych zZadne dwie

nie sq rownolegle © nie majqg punktow wspolnych, sq rowne. Udowodnié, Ze
rownolegloscian R jest prostopadlo$cianem.

Poznajecie? No wtasnie — to zadanie jest tudzaco podobne do twierdzenia, ze
czworoscian, ktérego $ciany majg réwne pola, jest rownoscienny. Przekonajmy sie
wiec, czy nasze podejrzenie jest stuszne.

Rozwigzanie. Niech ABCDA'B'C' D’ bedzie réwnolegloécianem R rozwazanym
w zadaniu. Jak wiemy z poprzedniego odcinka, wystarczy, jesli wykazemy, ze
czworoécian AB'C' D’ wpisany w ten réwnolegloécian jest réwnoscienny, a to
bedzie udowodnione, gdy uzasadnimy, ze pola jego $cian sg réwne.

Rozwazmy przekrdj plaszczyzna przechodzaca przez érodki krawedzi AB, CC’i A'D’
(rysunek). Nietrudno udowodnié, ze przekrdj ten jest szesciokatem przechodzacym
takze przez $rodki krawedzi BC, C'D’ i AA’ oraz zawierajacym érodek symetrii O
danego réwnolegloécianu. Punkt O jest takze srodkiem symetrii tego szesciokata,
wiec pole rozwazanego przekroju jest 6 razy wieksze niz pole trojkata M NO, gdzie
M i N sg $rodkami odcinkéw AB i BC'. Z drugiej strony pole tego trdjkata jest

4 razy mniejsze niz pole tréjkata ACD’ bedacego $ciang czworoscianu AB'CD’.
Stad wniosek, ze pole $ciany ACD’ stanowi % pola rozwazanego przekroju.

Poniewaz podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla pozostatych scian
czworoécianu AB’C'D’, to z réwnosci pél danych przekrojéw wynika réwnosé pél
$cian tego czworoscianu — a to wlaénie chcieliSmy wykazaé.

A oto inne zadanie, z do$é dawnych czaséw, zwigzane z czworoscianami
réwnosciennymi.

2. (Olimpiada Moskiewska 1954) Czy w przestrzeni tréjwymiarowej mozna znaleZé
takie punkty A, B, C, D, dla ktérych spelnione sq warunki:
AB=CD =8, AC=BD=10, AD=BC =137

Rozwigzanie. O co nas tak naprawde pytaja? O to, czy istnieje czworoscian
rownoscienny, ktérego $ciany sa tréjkatami o bokach 8, 10, 13. W poprzednim
kaciku jednak stwierdziliSmy, ze $ciany takiego czworoscianu musza by¢
tréjkatami ostrokatnymi, za$ z nieréwnoéci 13% = 169 > 164 = 10% + 82 wynika,
ze tréjkat o bokach 8, 10, 13 jest rozwartokatny. Zatem taka czworka punktéw
w przestrzeni nie istnieje.

Na koniec przedstawiamy kilka innych zadan, blisko zwiazanych z tematem
czworoscianéw rownosciennych, choé¢ nie zawsze to od razu widac.

Zadania

3. Dany jest czworoscian A1AzAszAa. Przez s; oznaczmy diugo$é odcinka bedgcego
cze$ciq wspdlng Srodkowej czworoscianu poprowadzonej z wierzchotka A; i kuli
wpisanej w ten czworoscian. Wiadomo, ze s1 = s2 = s3 = Ssa. Rozstrzygnaé, czy
czworoscian ten musi byc foremny.

4. Sfera wpisana w czworoscian jest styczna do dwdch Scian w $rodkach okregéw
opisanych, a do trzeciej w ortocentrum. Dowiesé, zZe czworoscian ten jest foremny.

5. Czy majgc dane promienie sfer dopisanych do czworo$cianu oraz promieri sfery
wpisanej w ten czworoscian mozna wyznaczyé jego objetosé?

Rozwiazania podanych zadan mozna znalez¢ na stronie internetowej Delty.
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