Informatyczny kacik olimpijski (55): Bitoniczny komiwojazer

Nazwijmy interesujgce nas w tym zadaniu cykle cyklami
bitonicznymi. Zacznijmy od spostrzezenia, ze wierzchotek
numer 1 na pewno znajduje sie na poczatku badz na
koncu kazdego cyklu bitonicznego. W drugim z tych
przypadkéw mozemy przeniesé ten wierzchotek na poczatek
cyklu. To oznacza, ze dowolny cykl bitoniczny zaczyna

si¢ w wierzchotku 1, prowadzi pewna $ciezka o rosnacych
numerach wierzchotkéw az do wierzchotka n, po czym
wraca do wierzchotka 1, idac po malejacych numerach
wierzchotkéw. Na cykl takiej postaci mozemy tez spojrzeé
nieco inaczej: z wierzchotka 1 prowadzimy dwie roztaczne
$ciezki o rosngcych numerach wierzchotkéw, ktore na
koficu spotykajg sie w wierzchotku n. Sciezki o rosnacych
numerach wierzchotkéw bedziemy dalej nazywali po prostu
$ciezkami rosnacymi.

Takie spojrzenie na nasz problem pozwala uzyskaé

pierwsze rozwiazanie wielomianowe. Zastosujemy metode
programowania dynamicznego. Dla kazdej pary wierzchotkéw
i,7, takich ze 1 < i < j < n, przez t[i, j] oznaczmy sume

wag w najlzejszej parze Sciezek rosnacych zaczynajacych sie
w wierzchotku 1, konczacych sie odpowiednio w wierzchotkach
i oraz j, oraz przechodzacych przez kazdy wierzchotek —
poza wierzchotkiem 1 i, ewentualnie, wierzchotkiem n

— co najwyzej raz. Po chwili namystu zauwazamy, ze aby
dalo sie te wartosci obliczaé, na t[i, j] musimy nalozy¢
jeszcze jeden dodatkowy warunek: nasze dwie Sciezki rosnace
musza, przechodzi¢ przez wszystkie wierzchotki ze zbioru
1,2,...,j. Teraz jest juz catkiem prosto opisaé przejécia ze
stanu t[¢, j]. Nasza pare Sciezek rosnacych mozemy rozszerzyé
za pomoca krawedzi wychodzacej z wierzchotka ¢ albo

z wierzchotka j. Aby byt spelniony nasz dodatkowy warunek,
dodana krawedz musi prowadzi¢ do wierzchotka j + 1.

W pierwszym przypadku aktualizujemy wartosé t[j, j + 1]
(zapomoca t[i, j] + w(i, j + 1)), a w drugim — warto$é t[i, j + 1]
(tym razem za pomoca t[i, j] + w(j,j + 1)). Jedli jednak j = n,
to mamy tylko jedno przejscie, do stanu t[n,n] (za pomoca
t[i, n] + w(i,n)). Zaczynamy, oczywiscie, od stanu ¢[1,1] = 0,
a koniczymy w stanie t[n, n|. Jesli graf bedziemy reprezentowaé
za pomocy tablicy sasiedztwa (czyli funkcje wagi w zapiszemy
w tablicy dwuwymiarowej), otrzymamy algorytm o ztozonosci
czasowej O(|V]?).

Moze wydawad si¢ nieco zaskakujace, ze istnieje bardziej
efektywne rozwigzanie naszego problemu. Aby je dostrzec,
nalezy przyjrze¢ si¢ dokltadniej strukturze cyklu bitonicznego.

uy Tym razem w kaciku lekko zmodyfikowana wersja zadania Listonosz z konkursu Wielka
Przesmycka 2004. W klasycznym problemie komiwojazera mamy dany graf nieskierowany
G = (V, E), w ktérym kazda krawedz (u,v) ma przypisana pewna nieujemna, caltkowita
wage w(u,v), 1 poszukujemy najlzejszego cyklu przechodzacego przez kazdy wierzcholek
grafu doktadnie raz. Ten problem jest NP-trudny, co znaczy, ze nie nalezy spodziewac sig,
ze uda si¢ go rozwiazaé¢ w czasie wielomianowym (przynajmniej nie w czasie zawoddw).
W bitonicznej wersji problemu komiwojazera wprowadzamy jedno dodatkowe wymaganie
dotyczace cyklu. Oté6z przyjmujemy, ze wierzchotki grafu sa ponumerowane od 1 do n
(V] =n), i poszukujemy najlzejszego cyklu przechodzacego raz przez kazdy wierzchotek
grafu, w ktérym cigg numeréw wierzchotkéw jest bitoniczny, czyli najpierw rosnacy,

a potem malejacy (przy pewnym wyborze wierzchotka startowego cyklu). Jak nietrudno
sie domysli¢, wymaganie, by cykl byt bitoniczny, istotnie upraszcza podany problem.

Zalbézmy, ze gdzie$ na tym cyklu, na jednej ze Sciezek
rosnacych, lezy jakas ,dluga” krawedz (i,7), czyli

taka, ze i + 1 < j. Zalézmy na razie, ze i # 11 j # n.
Wéwczas mozemy od razu powiedzieé¢ co$ o drugiej $ciezce
rosnacej: mamy na niej jakas krawedz (1,7 + 1) dla | < 4,
dalej znajduje sie sekwencja krawedzi ,,jednostkowych”
(i+1,i42),(i+2,94+3),...,(J —2,5 — 1), wreszcie

z wierzchotka j — 1 wychodzi krawedz prowadzaca do jakiego$
wierzchotka k > j, patrz rysunek.

Powyzsze spostrzezenie pozwala uprosci¢ postaé¢ stanu

w naszym programowaniu dynamicznym. Ot6z wystarczy
nam tylko jeden parametr: stan ¢[j] bedzie reprezentowaé
najlzejsza pare Sciezek rosnacych, z ktérych jedna konczy

sie w wierzchotku j i wchodzi tam dluga krawedzia, natomiast
druga koniczy sie w wierzchotku j — 1. Oczywiscie, $ciezki musza,
by¢ roztaczne, pomijajac wierzchotek 1, oraz musza razem
zawiera¢ wszystkie wierzchotki z zakresu 1, ..., j. Przejscia
pomiedzy stanami sa wyznaczone przez dlugie krawedzie.
Doktadniej, dtuga krawedz z wierzchotka j — 1 do wierzchotka
k > j generuje przejscie ze stanu t[j] do stanu ¢[k], jesli tylko
istnieje sekwencja krawedzi jednostkowych prowadzacych

z wierzchotka j do wierzchotka k — 1.

W tym algorytmie bedziemy mieli co najwyzej tyle przejsé
miedzy stanami, ile jest dtugich krawedzi w grafie, a jedyne
wyzwanie polega na tym, zeby efektywnie symulowaé te
przejscia. To juz nie bedzie trudne, bedziemy to wykonywaé
w czasie statym. Musimy jedynie umie¢ sprawdzacé, czy

dwa zadane wierzcholki sg potaczone sekwencja krawedzi
jednostkowych, a jesli tak, to jaka jest suma wag tych
krawedzi. Do tego celu wystarcza nam ciagi sum czeéciowych
dwoch ciagdéw: ciagu a; oznaczajacego istnienie krawedzi

(i — 1,17) (jedynka, jesli krawedz istnieje, zero, jesli nie istnieje)
oraz ciagu b; = w(i — 1,7). Oznaczmy przez A i B tablice
reprezentujace odpowiednie ciagi sum czesciowych (czyli

Ali] = a1 + ...+ a; i analogicznie dla B). Tablice te latwo
obliczamy w czasie O(n). Wéwczas przejécie miedzy stanami
t[j] i t[k] za pomoca diugiej krawedzi (j — 1, k) jest mozliwe,
gdy Alk — 1] — A[j] =k — 1 — j, a waga tego przejscia to
w(j —1,k) + Blk — 1] — B[j].

Ustalenie stanéw poczatkowych i koncowych w usprawnionym
programowaniu dynamicznym pozostawiamy Czytelnikowi.
Cale rozwiazanie dziala w czasie O(|V| + | E|), a zatem liniowo
od rozmiaru wejscia.
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