Okrag dziewieciu punktow i pewne dwa fakty

A

Przypomnijmy, ze jesli wysokosci
czworo$cianu przecinajg si¢ w jednym
punkcie, to spodki wysokosci, srodki
ciezkodci Scian czworoscianu oraz
punkty dzielagce odcinki lgczace
ortocentrum czworoscianu z jego
wierzchotkami w stosunku 2 : 1 (liczac
od wierzchotkéw) leza na jednej sferze.
Jest to sfera dwunastu punktow.
PisaliSmy o niej w Delcie 1/2011

w artykule Czworosciany ortocentryczne.

W wyzszych wymiarach wystarczy
zamienié¢ stosunek 2 : 1 na stosunek
(n — 1) : 1, gdzie n oznacza wymiar
rozwazanej przestrzeni.

Rys. 1

Michat KIEZA

Trzy niewspélliniowe punkty na plaszczyznie jednoznacznie wyznaczaja okrag,
ktéry przez nie przechodzi. Zatem jesli pewne cztery punkty leza na jednym
okregu, to jest to fakt godny odnotowania. W geometrii istnieje niezwykle urocze
twierdzenie, ktére moéwi, ze az dziewieé szczegdlnych punktow trojkata lezy na
jednym okregu.

Twierdzenie. Dany jest trojkgt ABC, a punkt H to jego ortocentrum. Punkty
Ma, Mp i Mc sq Srodkami bokow BC, C' A i AB tego tréjkgta, Ha, Hg i He
to spodki wysokoSci poprowadzonych odpowiednio z wierzcholtkow A, B i C, zas
Xa, Xp i X¢ to Srodki odcinkéw AH, BH i CH. Wéwczas punkty M, Mp,
Me, Hy, Hp, Hoy X, Xg, Xc leZg na jednym okregu zwanym okregiem
dziewieciu punktow.
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W literaturze istnieje kilka réznych dowoddéw tego twierdzenia. Oto szkic
najpopularniejszego z nich — uzupelnienie szczegdétéw moze byé ciekawym
¢wiczeniem dla Czytelnikéw, ktérzy go nie znaja.

Dowaod. Zauwazmy, ze czworokaty MaMpXaXp oraz MpMcXpXco sa
prostokatami o wspélnej przekatnej Mp X . Oznacza to, ze ich wierzcholki leza
na okregu o $rodku w $rodku odcinka MpXp (ten punkt jest takze srodkiem
kazdej z pozostalych przekatnych tych prostokatéw). Pozostaje jeszcze zauwazy(,
ze kazdy z tréojkatow MpHpXp, MaHA X4 1 McHe X jest prostokatny.

Czytelnik Odwazny z latwoscia sprawdzi, ze ten dowdd bez klopotéw przenosi
sig na wyzsze wymiary i istnieje odpowiednik okregu dziewieciu punktéw

w dowolnym wymiarze. W przestrzeni trojwymiarowej jest to dobrze znana
sfera dwunastu punktow.

Okazuje sie, ze okrag dziewieciu punktow wiaze si¢ $cidle z dwoma dobrze
znanymi prostymi faktami.

Fakt 1. Punkt H jest punktem przeciecia wysokosci tréjkgta ABC (rys. 1).
Prosta CH przecina bok AB w punkcie He, za$ okrgg opisany na tréjkgcie ABC
w punkcie H}, (réznym od C). Wowczas punkt He jest Srodkiem odcinka HHY,.
(W skrécie: ortocentrum tréjkata w symetrii wzgledem jego bokéw laduje na
okregu opisanym.)

Dowdd. Zauwazmy, ze

XBAH, = <BCH{ =90° — <CBA = <BAH
i podobnie ¥ ABH/, = XxABH. W takim razie punkty H i H/, sa symetryczne
wzgledem odcinka AB oraz HHe = H( He.

Fakt 2. Punkt H jest punktem przeciecia wysoko$ci trjkgta ABC (rys. 2). Niech
Mc bedzie srodkiem boku AB, za$ M{, punktem przeciecia pdlprostej HM7
z okregiem opisanym na tréjkqcie ABC. Wtedy Mc jest Srodkiem odcinka HMY,.
Dowdd. Z poprzedniego faktu wnosimy, ze

SAMcM} = <HMcB = <H McB,
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Przypomnijmy, ze w dowolnym tréjkacie
ABC $rodek okregu opisanego O, $rodek
cigzkoéci G oraz ortocentrum H leza na
jednej prostej. Ponadto OG : GH =1: 2.
Ten fakt mozna uogdlni¢ na wyzsze
wymiary. Mianowicie, jesli sympleks

w przestrzeni n-wymiarowej ma
ortocentrum H, $rodek ciezkosci G, za$
O jest $rodkiem sfery (odpowiedniego
wymiaru) na nim opisanej, to punkty

O, G, H leza na jednej prostej oraz
OG:GH =(n—-1):2.

co oznacza, ze proste Mo M/} i McH{, sa symetryczne wzgledem symetralnej
odcinka AB. Z drugiej strony symetralna ta jest réwniez osig symetrii
okregu opisanego na tréjkacie ABC. To za$ oznacza, ze punkty M i H(,
rowniez sa wzgledem niej symetryczne. Stad i z poprzedniego faktu mamy:
McM} = McH{, = McH.

Teraz mozemy w zaskakujaco prosty sposob udowodnié¢ twierdzenie o okregu
dziewieciu punktow.

Dowdd. Analogicznie do punktéw H(, 1 M{, definiujemy punkty H, M), Hy
oraz M. Odnotujmy, ze:

e punkty X 4, Xp, X¢ sa odpowiednio srodkami odcinkéw HA, HB, HC,

o punkty Ha, Hp, Hc sa odpowiednio $rodkami odcinkéw HH', HH, HH(.,
o punkty My, Mp, Mc sa odpowiednio srodkami odcinkéw HM, HM},, HMY..

M¢

Rozwazmy teraz jednokladnosé o srodku w punkcie H o skali % 7 powyzszych
obserwacji wnioskujemy wiec, ze przy tej jednokladnosci:

e punkty X 4, Xp, X¢ sa odpowiednio obrazami punktéw A, B, C,

o punkty Ha, Hp, Hc sa odpowiednio obrazami punktéw H, Hp, H{,

o punkty My, Mg, Mc sa odpowiednio obrazami punktéw My, My, M(..
Jednakze punkty A, B, C, H)y, Hy, H/,, M/, M}, M/, leza na jednym okregu,
zatem ich obrazy réwniez.

To, ze powyzszego dowodu nie widziatem nigdzie w literaturze, wydaje mi sie
dosé zaskakujace, bowiem fakt, iz okrag dziewieciu punktéw jest obrazem
jednoktadnym okregu opisanego w rozwazanej w dowodzie jednokladno$ci, jest
bardzo dobrze znany. Jedynie Michal Szurek w Opowiesciach geometrycznych
wykorzystuje w podobny sposéb fakt 1, ale tamten dowdd nie jest tak prosty.

To wtasnie za jego pomoca dowodzi sie, ze srodek okregu dziewieciu punktow
lezy na prostej Eulera i jest srodkiem odcinka taczacego ortocentrum ze srodkiem
okregu opisanego na danym tréjkacie.

Co ciekawe, powyzsze rozumowanie mozna odwrdcié¢ (rozwazajac jednokladnosé
odwrotna do opisanej) i za pomoca okregu dziewieciu punktéw udowodnié dwa
przytoczone fakty, a wiec okrag dziewieciu punktéw jest z nimi réwnowazny.

Czytelnik Wnikliwy od razu zauwazy, ze w ten sposob mozna otrzymacé odpowiedniki
faktéw 11 2 w przestrzeni, zas Czytelnik Odwazny sprawdzi to réwniez w wyzszych
wymiarach. Czy mozna je jednak otrzymac inna droga, co pozwolitoby na uzyskanie
z nich sfery dwunastu punktéw? Okazuje sie, ze tak. Przestrzenny odpowiednik
faktu 1 byl jednym z zadan na finale LXII Olimpiady Matematycznej. Jedna z kilku
mozliwych metod przeprowadzenia dowodu to dwukrotne zastosowanie faktu 1 oraz
wykorzystanie kilku wlasnosci czworoscianéw ortocentrycznych. To rozumowanie
mozna takze zastosowaé w indukcyjnym dowodzie dla wyzszych wymiaréw, co

z pewnoscia zainteresuje Czytelnika Odwaznego. Przestrzenny odpowiednik faktu 2
udowodni¢ jest nieco trudniej, bowiem poza przestrzenna wersja faktu 1 nalezy
wykorzystacé jeszcze prosta Eulera dla tréjkata bedacego podstawa czworoscianu.
Czytelnik Odwazny w celu uogélnienia tego faktu na wyzsze wymiary bedzie musiat
wykorzysta¢ odpowiednik prostej Eulera podany na marginesie.
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