Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 XI 2012

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
534 (WT =1,33) i 535 (WT = 2,17)

z numeru 3/2012

Michal Kozlik

Marian Lupiezowiec

Gliwice
Gliwice

46,00
44,02

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 38,04

Dwaj gliwiczanie przekroczyli 44 punkty
(po raz drugi i pierwszy).

A

Rys. 1

(S

Rys. 2

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwoch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspdélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 542, 543
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

542. Statek i kuter plyna po liniach prostych z predko$ciami odpowiednio

vy = 15 mil/h i vo = 26 mil/h. W chwili poczatkowej kuter znajduje sie

w odlegloéci 6 mil na potudnie od rufy statku. W chwili koncowej kuter
przecina tor statku 3 mile za nim i znajduje si¢ wtedy najblizej statku. Ile czasu
uplywa miedzy tymi chwilami? Wyznacz kurs statku (kat miedzy kierunkiem
poludnie-péinoc a wektorem predkosci statku).

543. Pies P biegnie ze stala predkosciag v po prostej AB, ktora tworzy kat

a = 7/3 z poziomo rozciagnietym drutem M N (rys. 1). Do obrozy psa
przymocowana jest lekka pozioma linka o dlugosci [. Linka polaczona jest

z pierscieniem O o masie m, ktéry moze slizgac sie po drucie bez tarcia. Znalezé
naprezenie linki w chwili, gdy pies i pierscien znajduja sie w jednakowych
odleglosciach od punktu przeciecia D prostej AB i drutu.

Rozwigzania zadan z numeru 5/2012

Przypominamy tresé¢ zadan:

538. Male cialo porusza si¢ po torze z ,martwa petly”, ktérej na gérze brakuje tuku 2cqg (rys. 2).
7 jakiej wysokosci H powinno wystartowac cialo, zeby oderwawszy si¢ na poczatku wyrwy
nie wypasé poza nia?

539. Dluga cylindryczna cewka nakrecona na rdzen o $rednicy D ma indukcyjno$é L.

Po podtaczeniu cewki do zrédta pradu wewnatrz niej zostalo wyindukowane pole magnetyczne

o indukcji By. Nastepnie cewka zostala nakrecona na inny rdzen o srednicy Ds>. Indukcyjnosé

cewki byta wtedy réwna L. Wyznaczy¢ indukcje pola magnetycznego Bs wewnatrz nowej cewki

po podlaczeniu do tego samego zrédla pradu. Zalozy¢, ze przewodnik, z ktérego jest zrobiona cewka,
jest duzo dtuzszy niz dlugos$é cewki.

538. Cialo nie odpadnie od petli, jezeli sktadowa sily grawitacji prostopadta do toru nie przekracza
wartosci sity od$rodkowej. Stad otrzymujemy warunek

1)2

mgcosa < m—

R

dla ap < a < 7/2 i stwierdzamy, ze 713 > gRcos ag, gdzie v jest predkodcig ciala w najwyzszym
punkcie petli. Ponadto zasigg rzutu uko$nego ciala wylatujacego z petli nie powinien by¢ wigkszy niz
dlugosé przerwy w petli (mierzona w poziomie). Otrzymujemy stad warunek

21}3 sin ag cos ag

g

czyli vg < gR/cos ag. Wartosé vg musi zatem leze¢ w przedziale (gR cos ag, gR/cos ap); mozemy ja
znalezé z zasady zachowania energii:

< 2Rsin ag,

15
gH = EUO + gR(1 + cos o).

Stad
1

1 H

—cosag < —+1+cosag < —.
2 O\R++ 0\2C0Sa0

539. Pola powierzchni przekroju poprzecznego starej i nowej cewki sg réwne S; = wa/4, So = 7rD§ /4.
Strumien pola magnetycznego przechodzacego przez cewke to @ = LI = BSN. Stad B = LI/(SN).

Zatem
By Lz SiNi I

By L, SaN. I’
Ale poniewaz Iy = Iz, wigc N1 /No = Do /D1 i
Bo  S1D2Ly _ LyDy

By  SaD1L; L.Ds’

Ostatecznie By = B1LoD1 /(L1 D2).
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Klub 44

Zadania z matematyki nr 645, 646

Redaguje Marcin E. KUCZMA
645. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Boki BC' i C'D maja jednakowsa
dtugosé. Na przedluzeniu odcinka AB odkladamy odcinek BE dlugosci
— 44 |BE| = |AD|. Dowiesé, ze |AC| = |CE].
o

646. Niech f bedzie funkcja o wartosciach rzeczywistych, okreslona na
zbiorze liczb dodatnich, dwukrotnie rézniczkowalna, spelniajaca warunek

f(w) >

Termin nadsytania rozwigzan: 30 XI 2012 I+

5 dla z > 0. Czy taka funkcja moze mie¢ asymptote przy z — oo?

Zadanie 646 zaproponowal pan Pawel Najman z Krakowa.

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
633 (WT = 2,10) i 634 (WT = 1,33)
z numeru 1/2012

Rozwigzania zadan z numeru 5/2012

Przypominamy tresé¢ zadan:

Tomasz Tkocz Rybnik 42,75 641. Na plaszczyznie dane sa punkty A, B. Rozwazamy wszystkie czworokaty wypukte ABC D, polozone
Roksana Stowik  Knuréw 40,04 w ustalonej pélptaszczyznie o krawedzi AB, symetryczne wzgledem prostej BD, z katem prostym
Zbigniew Skalik ~ Wroctaw 38,93 przy wierzchotku D. Wykazaé, ze istnieje punkt wspdlny wszystkich uzyskanych prostych C'D.
Michal Miodek Zawiercie 37,56
eha 1o e. aw1,erc1e ’ 642. Dana jest liczba naturalna nieparzysta n. Ala i Bartek graja w gre, wykonujac ruchy na
Adam Dzedzej Gdansk 36,77 ) . St v iest liczb kowita i zmieni rartodd trakeic o G 2. do ktéree
Tomasz Wietecha Tarnéw 33,02 przemian. Stan gry jest liczby calkowity 1 zmienia swa wartos¢ w trakcie gry. Gracz, do ktérego
nalezy ruch, moze do tej liczby zastosowaé jedng z dwéch operacji: odjaé od niej dowolna dodatnia
liczbe calkowita, mniejsza niz n, albo podzieli¢ jg przez n i zaokragli¢ wynik do najblizszej liczby
P catkowitej (wobec nieparzystosci n, kierunek zaokraglenia jest zawsze dobrze okreslony). Powstata
nowa warto$¢ przechodzi do dyspozycji przeciwnika. Wygrywa, kto pierwszy uzyska wartosé¢ 0.
F--——=—=-==-=-=-=-=-= E/ Rozpoczyna Ala, startujac od liczby n™. Kto ma strategie wygrywajaca?
1 ™~
X C //’ 641. Z punktu B prowadzimy potprosta p, prostopadta do AB, poltozong
' P w rozpatrywanej péiptaszczyznie. Niech ABC'D bedzie jednym z rozwazanych
D : // czworokatow. Tréjkat ADC jest prostokatny, réwnoramienny. Stad (i z wypuktosci
| P czworokagta ABC D) wynika, ze punkt D lezy po tej stronie p, co punkt A.
’ , — . . .
I > Poétprosta DC™ przecina wigc p w pewnym punkcie F, tworzac czworokat wypukty
1 , . . . . o s
i/, ABED. Ma on katy proste przy wierzchotkach B i D; mozna na nim opisaé¢ okrag.
Vid Zatem |XAEB| = |XADB| = 45° (ostatnia réwnos¢ zachodzi, bo BD jest symetralna
A B

odcinka AC). Stad wniosek, ze F jest wierzchotkiem kwadratu, ktérego jednym bokiem

jest odcinek AB. Jest to szukany punkt wspélny wszystkich mozliwych prostych CD.

642. Kazdy ruch zmniejsza warto$¢ przekazywanej liczby.
Gra sie zatem zawsze konczy, a ktérys z graczy ma strategie
wygrywajaca. Dodatnig liczbe catkowita nazwijmy zielong,
jesli — startujac od tej liczby — gracz rozpoczynajacy ma
strategie zwycieska; nazwijmy ja czerwong, gdy strategie
zwycieska ma jego przeciwnik; réwniez liczbe 0 bedziemy
uwazad za czerwong. Wykazemy, ze liczba n™ jest zielona; a wiec
(jak zwykle w tego typu zadaniach) wygrywa dziewczyna.

Rozbicie zbioru liczb catkowitych nieujemnych na liczby
zielone i czerwone jest scharakteryzowane przez wtasnosci:

(1) od kazdej liczby zielonej mozna przej$é jednym ruchem
do czerwonej;

(2) od kazdej liczby czerwonej wszystkie ruchy prowadza do
liczb zielonych.

Wsréd liczb mniejszych od n? liczbami czerwonymi sg
wielokrotnoéci liczby n, i tylko one; sprawdzenie wtasnosci
(1), (2) jest natychmiastowe. Sama liczba n? jest wszelako
zielona (dzielenie przez n prowadzi do czerwonej liczby n).
Liczby z przedziatu (nz; n? + %) tez sq zielone (dzielenie
z zaokragleniem prowadzi do n). Zajmiemy si¢ teraz
liczbami wigkszymi.

Przyjmijmy n = 2k — 1, czyli k = [n/2]. Wezmy pod uwage
zbidr

Z={zreN:z>n">—n,z#k (mod n)}.
Udowodnimy, ze wszystkie liczby w zbiorze Z sa zielone.
Przypusémy, ze tak nie jest. Niech ¢ bedzie najmniejsza
liczba czerwona w zbiorze Z. Wiemy juz, ze zielone sa
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wszystkie liczby od n? —n 41 do n? + k — 1; tak wiec

¢ > n? + k. Niech b bedzie najwicksza liczba spetniajaca
warunki b < ¢, b = k (mod n); zatem b > n* + k. Jest ona
osiggalna z liczby ¢ ruchem odejmowania.

Dzielenie przez n z zaokragleniem, zastosowane do kazdej

z liczb b, ¢, daje w wyniku te sama liczbe a; konkretnie:
liczbe a = (b+ k — 1)/n. Liczba c¢ jest czerwona, wiec w mysl
wlasnosci (2) liczby b i a (osiagalne z ¢) sa zielone. W mysl
wlasnosci (1), istnieje ruch, prowadzacy od liczby b do
jakiejs liczby czerwonej. Nie jest to dzielenie z zaokragleniem
(ktére daje liczbe a); za$ odejmowanie od b liczb 1,...,n—1
nie wyprowadza ze zbioru Z (skoro b > n? 4+ k oraz b = k).
Ktéras z tak uzyskanych réznic powinna by¢ liczba czerwong,
— whrew okresleniu ¢ jako najmniejszej liczby czerwonej

w zbiorze Z.

Sprzeczno$¢ dowodzi, ze istotnie caty zbidér Z jest zielony.
Oczywiscie n™ € Z. Ala wygrywa.

Uwaga. Niektére liczby zielone (> n2) sa takze poza zbiorem Z
(na przyktad liczba 2n? — n + k jest zielona). Mozna wykazaé, ze
oprécz liczby 0, czerwone sa liczby nastepujacych dwéch postaci,
i tylko one:
) 25 _
an2itl _ n_l,
2
n2itl 1
2

720,0<a<mn;
bn2itl — , j20,[n<b<n? b0
lub [b > n?, b # k.

Sprawdzenie wlasnosci (1), (2) wymaga uciazliwego rozpatrywania
wielu przypadkow.



