Informatyczny kacik olimpijski (54): Drogi

W tej edycji kacika znowu cofniemy sie w czasie do 2005
roku, do pierwszej edycji konkursu Potyczki Algorytmiczne,

i oméwimy zadanie z finatlu préobnego tego konkursu pt. Drogi
(bardzo podobne zadanie pojawilo sie zreszta w jeszcze bardziej
zamierzchlej przesztosci, na Miedzynarodowej Olimpiadzie
Informatycznej w 1996 roku). Tresé zadania jest bardzo prosta:
do danego grafu skierowanego chcieliby$my dotozy¢ mozliwie
najmniej krawedzi (skierowanych, rzecz jasna), tak by po tej
operacji z kazdego wierzchotka grafu dato si¢ dojs¢ do kazdego
innego wierzchotka. Innymi stowy, chcemy spowodowacé, zeby
dany graf stat sig silnie spdjny.

Przy tak sformutowanym problemie naturalny wydaje sie
pomyst, aby dany graf (oznaczmy go przez G) podzieli¢ na
silnie spojne sktadowe, tym bardziej ze te operacje mozemy
wykonaé¢ w czasie liniowym wzgledem rozmiaru grafu. Warto
od razu pdjs¢ o krok dalej i przyjrzec si¢ grafowi silnie spéjnych
sktadowych H grafu G, w ktérym kazdej silnie spéjnej sktadowej
grafu G odpowiada jeden wierzchotlek, a krawedz miedzy
danymi dwoma wierzchotkami w H istnieje, gdy odpowiadajace
im sktadowe w G byty polaczone co najmniej jedna krawedzia.
Graf H jest, oczywiscie, acykliczny. Poniewaz w grafie G

nie optlaca si¢ nigdy dodawaé krawedzi w ramach tej samej
silnie spojnej sktadowej, wiec wynik dla grafu G jest taki
sam jak dla grafu H. Odtad bedziemy zajmowacé sie juz tylko
grafem H.

Po krotkim przyjrzeniu si¢ grafowi H tatwo dostrzec pewne
dolne ograniczenie na liczbe krawedzi, ktore trzeba dodaé.
Oznaczmy przez k liczbe wierzchotkow grafu H, do ktoérych
nie wchodzi zadna krawedz, podobnie przez [ oznaczmy liczbe
tych wierzchotkéw, z ktorych nie wychodzi zadna krawedz
(patrz rys. 1). Wspomnianym ograniczeniem dolnym jest
liczba max(k, ). Faktycznie, aby z kazdego wierzcholka grafu
H mogto sie da¢ na koncu odwiedzi¢ wszystkie pozostate
wierzchotki grafu, z kazdego wierzchotka musi wychodzié jakas
krawedz; podobnie, do kazdego wierzchotka musi wchodzi¢ jakas
krawedz. Jest tylko jeden wyjatek: jesli graf H ma dokladnie
jeden wierzchotek, to G od poczatku byt silnie spojny, wiec
nie musimy dodawa¢ do niego zadnych krawedzi.
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Rys. 1. Przyktad grafu H. Mamy k =4, | = 5.

Przeanalizowanie kilku prostych przyktadow pozwala
doj$¢ do przeswiadczenia, ze aby graf acykliczny

uczynic silnie spéjnym, zawsze wystarczy dodaé
max(k,l) krawedzi. To pozwala zgadnaé, ze nasze dolne
ograniczenie jest zarazem ograniczeniem goérnym, co
wystarcza do wyznaczenia liczby potrzebnych krawedzi.
My postawimy sobie ambitniejszy cel i sprobujemy
udowodnié¢ nasze spostrzezenie.

Skoro interesuje nas jedynie k£ ,dolnych” il ,gérnych”
wierzchotkéw grafu H, to stworzymy graf dwudzielny H’

zawierajacy tylko te wierzchotki. Wierzchotki w i v beda
w grafie H' potaczone krawedzig, jesli w H istniala
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miedzy nimi jakas Sciezka (rys. 2). Wynik, jaki otrzymamy
dla H', bedzie oczywiscie taki sam jak wynik dla H.
Zatézmy na razie, ze graf H', a wiec tez graf H, nie zawiera
wierzchotkéw izolowanych.

v 2 3 4 5
[ ] o
1 2 3 4

Rys. 2. Graf H' odpowiadajacy grafowi H z rysunku 1.

Pojawienie si¢ grafu dwudzielnego naturalnie podsuwa
pomyst, zeby w tym grafie znalez¢é maksymalne skojarzenie
(jak sie dalej okaze, nie potrzebujemy wecale najliczniejszego
skojarzenia, wystarczy nam dowolne maksymalne).

Jedli graf H' zawiera skojarzenie rozmiaru m, to wszystkie
wierzchotki skojarzone — m dolnych i m gérnych — mozemy
potaczy¢ w cykl za pomoca m krawedzi poprowadzonych
,ha zaktadke”. To stanowi dobra baze do konstrukcji
calego rozwigzania. Musimy jeszcze tylko w jakis spos6b
dotaczy¢ do tego cyklu nieskojarzone wierzchotki. Mozemy
to zrobi¢ nastepujaco: min(k — m, I —m) wierzchotkéw
nieskojarzonych taczymy w pary krawedziami biegnacymi
w dét, a pozostale wierzchotki nieskojarzone (znajdujace
sie juz tylko z jednej strony grafu) dotaczamy krawedziami
bezposrednio do cyklu — w przypadku wierzchotkéw
gérnych uzywamy krawedzi skierowanych ku cyklowi,

a w przeciwnym razie uzywamy krawedzi skierowanych

od cyklu (rys. 3).
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Rys. 3. Konstrukcja rozwiazania dla grafu H' z rysunku 2. Pogrubione
krawedzie biegnace w gére to maksymalne skojarzenie w grafie H'.

Sprobujmy uzasadnié¢ poprawnosé tej konstrukeji.
PrzyjeliSmy, ze w grafie nie ma wierzchotkéw izolowanych,
wiec kazdy gérny nieskojarzony wierzchotek jest polaczony
w H’ z jakim$ dolnym wierzchotkiem skojarzonym

(nie mégtby to byé dolny wierzchotek nieskojarzony, gdyz
wtedy mogliby$my powiekszy¢ skojarzenie). Symetryczne
stwierdzenie zachodzi tez dla dolnych wierzchotkéw
nieskojarzonych. To oznacza, ze z cyklu da sie dojé¢ do
kazdego z gbérnych wierzchotkéw nieskojarzonych, podobnie
z kazdego z dolnych wierzchotkéw nieskojarzonych da

sie dojs¢ do cyklu. Teraz juz tatwo sprawdzamy, ze po
dodaniu krawedzi biegnacych w doét (oraz tych taczacych
wierzchotki nieskojarzone bezposrednio z cyklem) graf H’
jest silnie spojny.

Na koniec warto przypomnie¢ sobie o wierzchotkach
izolowanych w H. Poniewaz wliczaja sie one tak do

dolnej, jak i do gérnej grupy w grafie H’, wiec mozemy je
rozpatrzy¢ zupelnie osobno: najpierw znalezé rozwigzanie
dla grafu bez tych wierzchotkéw, a nastepnie umiescic je
kolejno wewnatrz dowolnej z dodanych przez nas krawedzi.
Trzeba tez dodatkowo rozpatrzy¢ przypadek szczegdlny,
gdy w grafie H byly same wierzchotki izolowane — wtedy
po prostu taczymy je wszystkie w cykl.
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