Niemozliwy skrét
Damian NIWINSKI*

Ten list uczynitem dluzszym tylko dlatego, Ze nie mialem
dosé czasu, by napisaé go krocej. Usprawiedliwienie, jakie
Blaise Pascal wktada w swéj XVI List prowincjalny,
wyraza intuicje, iz zapisanie jakiejs mysli zwiezle

moze byé¢ bardziej czasochlonne niz zapisanie jej
rozwlekle. Umiejetnos¢ skrotu bywa przejawem geniuszu.
Tadeusz Boy-Zelenski odnotowuje nastepujacy przyktad
sztuki translatorskiej Stanistawa Wyspianskiego. Pierwsze
zdanie tragedii Pierre’a Corneille’a Cyd brzmiatoby

w dostownym przektadzie z francuskiego na polski:

Elwiro, czy zupelnie szczerze powtdrzylas mi wszystko?
Czy nie ukrywasz nic z tego, co powiedziatl ojciec?

W przekladzie Wyspianskiego fragment ten brzmi
Wiec mowil. .. ¢

Zostawiamy tymczasem poezje, by przyjrzec sie
zagadnieniu skrétu w dziedzinie matematyki. Na przyktad,
jakie jest najkrétsze przedstawienie danej liczby
naturalnej? Pytanie nie jest catkiem precyzyjne (co to jest
przedstawienie?), ale ma pewien potencjal sensu. Jasne
jest w szczegdlnosci, ze odpowiedz zalezy od wlasnosci
danej liczby bardziej niz od jej rozmiaru. Na przyktad,
wypisanie cyfr dziesigtnego rozwiniecia liczby

N = 10"

przekroczyloby ramy tego artykulu, a nawet zapewne
wszystkich numeréw Delty (dla poréwnania: liczbe
atoméw we Wszechswiecie szacuje si¢ , jedynie”

przez 32°Y), ale przeciez przedstawilismy ja powyzej
jednoznacznie. W konsekwencji niedtugie przedstawienie
bedzie miata tez na pozoér bardziej skomplikowana liczba

3141592653589793238462643383279 .. .......
N+1

utworzona przez N + 1 poczatkowych cyfr rozwiniecia
dziesietnego liczby 7, ktéra mozemy zapisa¢ w postaci
|7 - 10" |. Czytelnik zauwazy oczywiscie, ze odwoltujemy
sie tutaj do pewnych ,kodéw kulturowych” (notacja
potegowania, definicja liczby 7). O tym, ze droga ta moze
by¢ ryzykowna, $wiadczy tzw. paradoks Berry’ego podany
przez Bertranda Russella (G.G. Berry, ktéremu Russell
przypisal autorstwo tego paradoksu, byt bibliotekarzem
w oksfordzkiej Bodleian Library):

nagmniejsza liczba naturalna n, ktorej nie da sie opisac
w jezyku polskim przez mniej niz 1000 symboli

wladnie zostala tak opisana!

Aby uniknaé paradoksu, spbéjrzmy na mozliwe
przedstawienie liczb naturalnych globalnie, jak na funkcje
a: N — A% gdzie A" jest zbiorem wszystkich stéw, jakie
mozna utworzy¢ z liter pewnego skoficzonego alfabetu A.
Dla jednoznacznosci potrzeba, by funkcja « byta
réznowartosciowa. Interesowaé nas bedzie dtugosé |a(n)
stowa a(n). Mamy, na przyktad, standardowe
przedstawienia liczb w k-arnym systemie pozycyjnym
(np. binarnym lub dziesietnym), o : N — {0,1,...,k —

1},
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gdzie |a(n)| = |log, n| + 1. Mogtloby si¢ wydawaé, ze
w kazdej liczbie dopatrzymy sie jakiej$ ,regularnosci”
(czyz nie uruchamiamy inwencji, by zapamietaé

kod PIN?), ktéra pozwoli zapisaé ja istotnie krocej.
Jednak prosty rachunek wykaze pewna bariere.

Lemat o nieskracalnosci. Dla dowolnej
réznowartosciowej funkcji o : N — A* istnieje
nieskoriczenie wiele n € N, dla ktérych |a(n)| > |log, n],
gdzie r jest liczbg elementow zbioru A.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze stow krotszych niz k jest

k:_
1+7’+7’2+...—|—rk_1=r !

k
<r.
r—1

Przyjmujac k = |log, m|, widzimy, ze dla kazdego m
musi istnie¢ pewna liczba hard(m) < m, dla ktérej
|a(hard(m))| = |log, m].

Wybierzmy najpierw m, dla ktérego |log,. m] > |a(0)].
Wtedy

|a(hard(m))| > |log, m| > |log, hard(m)]
(ostatnia nier6wnosé z nieostrej monotonicznosci funkcji
|log,. x|). Poltézmy mo = hard(m).

Przypu$émy teraz, ze wybraliSmy juz ¢ réznych
liczb mo, m1,...,me—_1, z ktorych kazda spelnia
|a(ms)| > |log, m;|. Wybierzmy m tak, by

(%) llog, m] > max (Ja(mo)l,. .., |a(me1)]).
Ponownie, dla pewnego hard(m) < m mamy
|a(hard(m))| > |log, m] > |log, hard(m)].

Z nieréwnosci () mamy hard(m) & {mog, m1,..
Ktadziemy wiec my = hard(m).

-;me—1}~

Utworzony w ten sposob ciag mo, m1, ... potwierdza teze

Lematu. O

Pozwolimy sobie teraz na dygresje i pokazemy, ze Lemat
o nieskracalnosci dostarcza jednego z wielu mozliwych
argumentéw na

Twierdzenie (Euklides). Istnieje nieskonczenie wiele
liczb pierwszych.

Dowaod. Przypuéémy, ze przeciwnie — pierwsze sa jedynie
liczby po, p1,...,pr—1- A zatem kazda liczbe naturalng
mozna przedstawi¢ w postaci

an,0 an,1 An k—1

n=p,"" p" D
dla pewnych an,0,an,1,...,ank—1 € N. To pozwala nam
okresli¢ przedstawienie o : N — {0, 1,2}"

a(n) = bin(an) 2 bin(an,1)2 ... 2bin(an,k—1),
gdzie bin(z) oznacza binarne przedstawienie liczby x. Mamy
|bin(x)| < |log, ] + 1, a z drugiej strony an,; < log, n, bo
pi = 2. A zatem przedstawienie a speknia

la(n)] < k- ([logglogyn| +2).
Z Lematu wynika, ze dla nieskonczenie wielu n

k- (|logylogsn| +2) > |logs n],
co jest, oczywiscie, nie do pogodzenia z asymptotycznym
zachowaniem wystepujacych tu funkcji. A wigc hipoteza
skonczonosci zbioru liczb pierwszych byta btedna. O



Powr6¢émy do postawionego na wstepie pytania

o najkrétszy opis liczby n. WidzieliSmy juz, ze kazde
przedstawienie ma przyktady trudno skracalne,

a z drugiej strony drastyczny skrét jest czasem mozliwy.
Zauwazmy jednak, ze rozwazanie dowolnej funkcji
réznowartosciowej o : N — A™ jest nieco za ogdlne,
oczekujemy przeciez, by z przedstawienia a(n)

dato sie odtworzyé n. Scislej méwiac, interesuja nas
przedstawienia o dane razem z algorytmem, ktéry na
podstawie a(n) oblicza n w jakim$ zrozumialym dla nas
przedstawieniu (np. dziesigtnym). W pewnym sensie
a(n) stanowi wiec program, jaki moze postuzyé do
obliczenia n.

Idac tym tropem, ustalmy sobie jakis jezyk
programowania (np. Pascal lub C). Zachecamy
Czytelnika, by dla rozgrzewki napisal w swoim ulubionym
jezyku program generujacy wspomniang wyzej liczbe

|7 - 10" |. (Nie radzimy go jednak uruchamiaé. ..)

Ogodlnie, dla dowolnej liczby n, niech P, bedzie
programem o najmniejszej dtugosci, ktory bez zadnych
dodatkowych danych generuje liczbe n; jesli takich
programéw jest wiecej, wybieramy pierwszy w porzadku
leksykograficznym. Funkcja a : n — P, zalezy wprawdzie
od wyboru jezyka programowania, jednak z ogdlnej

teorii obliczalnosci wynika, ze dtugosci programéw
wskazywanych przez funkcje dla sensownych jezykdéw
r6znig si¢ co najwyzej o staly (zalezng od tych jezykdw,
ale nie od n).

Powyzsze przedstawienie liczb naturalnych wprowadzit
Andriej N. Kolmogorow w badaniach nad losowoscia
(Kolmogorow uzyt jako jezyka programowania
abstrakcyjnego formalizmu maszyn Turinga).
Z Lematu o nieskracalnoéci wynika bowiem, ze
dla nieskonczenie wielu n jest

|Pn| = |log, n],
gdzie r jest rozmiarem alfabetu, jakiego uzywamy
w naszym jezyku programowania. Mozna z grubsza
powiedzied, ze dla takich liczb optymalnym (lub prawie
optymalnym) rozwiazaniem jest banalny program
w rodzaju write(n). Liczby te sa ,nieskracalne” z powodu
braku jakiejkolwiek regularnosci, a wiec losowe. Funkcja
n +— | Py|, zaproponowana przez Kolmogorowa jako miara
losowo$ci, jest dzi§ powszechnie nazywana zloZonosciq
Kolmogorowa.

Subtelniejsza analiza dowodu Lematu pokazuje, ze liczby
trudno skracalne dominujg pod wzgledem gestosci.
Paradoks polega na tym, ze trudno jest wygenerowac
konkretne przyktady wtasnie ze wzgledu na losowy
charakter tych liczb.

Ztozonos$¢ Kolmogorowa rozwigzuje w pewnym sensie
problem najkrétszego opisu, ma jednak pewng wade,
ktéra ogranicza jej praktyczne zastosowanie. W pewnym
sensie ,dopada” nas tu paradoks Berry’ego.

Twierdzenie (Kotmogorow). Funkcja n — P, jest
nieobliczalna, tzn. nie da sie jej obliczyé zadnym
algorytmem.

Szkic dowodu. Zaktadajac, ze mamy taki algorytm, mozemy
dalej skonstruowaé algorytm, ktéry dla danego n znajduje
najmniejsze M, takie ze |Pa| > n; nazwijmy je My.
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Niech P bedzie programem (z jedng zmienna wolna),
ktory realizuje ten algorytm. Jedli teraz ustalimy liczbe n
i podstawimy ja w programie P za zmienng wolna,
otrzymamy program (powiedzmy) @, generujacy
liczbe M,,. Oszacujmy jego dhugos$é. Zaktadajac, ze n jest
dane w postaci binarnej, otrzymujemy

Qn| < ([logyn| +1) +|P| + A,
gdzie stata A jest odpowiedzialna za podstawienie
wartosci liczbowej za zmienng. (W tym miejscu
odwolujemy sie do sktadni jezyka programowania.) Dla
dostatecznie duzych n prawa strona tej nieréwnosci jest
ostro mniejsza od n, co daje nam nieréwnosé |Qn| < n.
Ale zatozyliSmy przeciez, ze liczby M, nie da si¢
wygenerowaé programem krotszym od n. Otrzymana
sprzeczno$¢ dowodzi nieobliczalnosci funkcji n — P,. O

Uwaga. Czytelnik rozpoznal zapewne w powyzszym
rozumowaniu schemat paradoksu Berry’ego: M,, jest
najmniejsza liczbg, ktorej nie da sie wygenerowaé
programem krétszym od n. Ta liczba rzeczywiscie
istnieje, nie da sie jej jednak obliczy¢ z n.

Podobne rozumowanie prowadzi do alternatywnego dowodu
Twierdzenia Godla o niezupetnosci, ktéremu poswiecony
jest artykul Wiktora Bartola Eubulides, Richard, Godel
(w tym samym numerze). Spostrzegt to Gregory Chaitin,
ktory w tym samym czasie mial podobne idee

co Kolmogorow (z tym ze Kolmogorow byt wtedy — w latach
szedc¢dziesigtych XX wieku — u szczytu swojej dtugiej kariery,
a Chaitin byt jeszcze uczniem college’u). Zatozenia o sile
wyrazu teorii sg tu troche inne, ale réwnie tatwe do uzyskania
z prostych arytmetycznych aksjomatéw.

Zaktadamy mianowicie, ze istnieje formuta Kol(m,n)
reprezentujaca relacje |Pm| < n, tzn. w teorii 7' dowodzi
sie Kol(m,n), wtedy i tylko wtedy, gdy |Pm| < n.

Twierdzenie (Godel-Chaitin). Jesli teoria T spelnia
powyzsze zalozZenie i jest niesprzeczna, to istnieje
zdanie @, takie Ze ani @, ani —p nie sq¢ twierdzeniami T'.

Szkic dowodu. Przypu$émy, ze nie ma takiego zdania, wiec
w szczegolnosci, dla kazdej pary liczb m,n, w teorii T'
dowodzi sie doktadnie jednej z formul Kol(m,n)

i mKol(m,n). Skoro istnienie w T dowodu Kol(m,n) jest
réwnowazne |Pn,| < n, to, wobec zalozonej dychotomii,
istnienie w T" dowodu = Kol(m,n) jest rbwnowazne

|Pr| > n. Majac dane n, mozemy wiec, przeszukujac
wszystkie takie dowody, znalezé najmniejsze M, takie

ze | Py | = n. Podobnie jak poprzednio, nazwijmy

je My, i niech program P realizuje algorytm x — M.
Jesli w programie P podstawimy za zmienna liczbe n

w postaci binarnej, to analogicznie jak poprzednio,
znajdziemy (przy dostatecznie duzym n) program @y
zaprzeczajacy definicji M,,. O

Inaczej niz w oryginalnym dowodzie Gdodla,

nie otrzymalismy tutaj explicite konstrukcji niezaleznej
formuty ¢. Jednak argument — wywodzacy sie

z paradoksu Berry’ego — jest chyba nieco prostszy

i bardziej intuicyjny, jako ze odwotuje sie do tempa
wzrostu funkcji w miejsce tajemniczego btednego

kota z paradoksu ktamcy. I tu, i tam widzimy, jak
paradoksy, przy odpowiedniej interpretacji, staja sie
konstruktywnymi argumentami.



