Klub 44

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
532 (WT = 3,55) i 533 (WT = 2,50)
z numeru 2/2012

Jacek Piotrowski Razeszéw 44,06
Michal Kozlik Gliwice 42,72
Marian Lupiezowiec  Gliwice 41,85

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 36,71
Krzysztof Magiera FLosiow 22,60
Pan Piotrowski zdobyt 44 punkty
po raz drugi.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspdélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Rozwigzania zadan z numeru 4/2012
Redaguje Fwa CZUCHRY

Przypominamy tres¢ zadan:

536. Na pionowej, obracajacej si¢ ze stalg predkoscia w osi zamocowany jest poziomo sztywny, niewazki
pret. Wzdluz niego moga poruszaé sie¢ bez tarcia dwie kuleczki, kazda o masie m, potaczone sprezyna
o stalej sprezystosci k — obie lezg po tej samej stronie osi obrotu. Taka sama sprezyna laczy kulke
blizsza osi z punktem zamocowania osi i preta. Nierozciagnigte sprezyny maja dtugosé lp kazda. Znalezé
dlugosci obu sprezyn podczas ruchu. Dla jakich parametréw uzyskane rozwigzanie ma sens fizyczny?

537. Cztery niewazkie prety o dlugosci I, polaczone przegubami w romb, zostaly za przegub A
podwieszone na suficie (rys. 1). Przeciwlegly przegub C obciazono ciezarkiem N, a pozostale
przeguby B i D rozparto sprezyna o dlugosci %l i statej sprezystosci k. W polozeniu réwnowagi
okazalo sig, ze prety sa nachylone do pionu pod katem a = 30°. Znalezé okres malych drgan ciezarka.

536. Oznaczmy przez [y i ly szukane dlugoéci sprezyn. Dla kulek poruszajacych
sie ruchem harmonicznym o czestosci w spetnione sg réwnania:

mw?ly = k(11 — lo) — k(ly — lp), WAl 4 1) = k(ly — o).
Stad wyznaczamy:
lo
Tl P 1(1=5),

gdzie B = =~ 2 >o. Rozwiazanie to ma sens fizyczny, gdy obliczone wartosci
l1 i Iy sa dodatnie, czyli
1-38+p3>>0, 1-3>0.
7 drugiego warunku wynika 3 < 1, a z drugiego § > %(
< 3(3 —V/b). Ostatecznie otrzymujemy 0 < 8 < (3 —

\/—) ~ 2,6 lub
V/5), czyli

537. Dla dowolnego odchylenia pretéw od pionu o kat & prety dzialaja

na ciezarek sita Fy; = 2N cos &, a na sprezyne sita Fo = 2N sina. Z prawa
Hooke’a mamy Fy = (%l — 2l sin o?)k7 gdzie k jest stala sprezyny. Zatem
= %kl/tg& — 2kl cos &. Przy malej zmianie wysokosci Ah ciezarka wokot
polozenia réwnowagi hg = 2[ cos «, sita nan dzialajaca zmienia sie o

AF = %klA(]_/tg @) — 2lkA(cos &@)|a=as,

gdzie A(1/tg@)|g=a = M\a oA = —Aa/sin? a oraz

A(cos &)|g=aq = —sinaAa. Z drugiej strony Ah = —2sin aAa«, zatem
AF = —5klAa = —5kAh,
przy czym uwzglednilismy to, ze a = 30°. Zatem okres malych drgan wynosi
T = 27r\/m. Mase m znajdujemy z warunku réwnowagi:
3 kl

——— — 2kl cosa = mg.
2tga

Stad m = ikg Ostatecznie, szukany okres drgan ciezarka wynosi:

V3l

T=2
m 10g
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Klub 44 Rozwigzania zadan z numeru 4/2012
Redaguje Marcin E. KUCZMA

® Przypominamy tres¢ zadan:

639. W tréjkacie ABC punkt I jest srodkiem okrggu wpisanego. Prosta CI przecina bok AB
w punkcie D. Prowadzimy przez punkt D dowolng prosta, przecinajaca okrag opisany na trojkacie
IAB w punktach P i Q. Wykazadé, ze prosta C1I jest dwusieczng kata PCQ.

o -
I

640. Ciag liczb catkowitych dodatnich (a1, az, as,...) spelnia warunek

1 1 (—1)ntt an
_ . — dlan=1,2,3...
aiaz azas A Qn41 An41

Dowied¢, ze spelnia on réwniez liniows zaleznos$é¢ rekurencyjna
an+t2 = Aapy1 + Ba, dlan=1,2,3...

Wyznaczy¢ wszystkie pary wspétezynnikéw (A, B) oraz wszystkie pary
wyrazéw poczatkowych (a1, az), dla ktérych ta rekurencja liniowa generuje ciag (a, ), spelniajacy
zadany na wstepie warunek.

639. Niech w; i wy beda (odpowiednio) okregami Widaé¢ wiec, ze podana zalezno$é jest spelniona dla
opisanymi na trojkatach ABC i IAB. Dwusieczna C'D wszystkich n > 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
kata BCA, a raczej jej przedtuzenie, przecina okrag w; (1)
w $rodku tuku AB. Oznaczmy ten punkt przez S. L .. .
Zachodzi réwnosé |SA| = |SI| = |SB| (znana, a przy J,ezel} cas (a,%),/ spehna‘]q?y ten warunek, miatby
tym latwa do wykazania). Punkt S jest wiec §rodkiem rowniez spetniac rekurencje typu
okregu wy. Zatem |SP| = [5SQ)|. (2) ant2 = Aant1 + Bap
(z ap = 1), to dla n = 1, 2 mieliby$my
a3:Aa2+B a2—a3:—1

{ a4 = Aag + Bag oraz { aé — Q204 = 1.
Pierwsza para réownosci to uktad réwnan
liniowych (z niewiadomymi A, B) o wyznaczniku
a3 —az = —1 # 0, wiec majacy doktadnie jedno
rozwiazanie. Przy tym jest on spelniony dla A = aq,
B =1 (co tatwo stwierdzié¢, korzystajac z drugiej pary
réwnosci). Stad wniosek, ze jedynym kandydatem na
postulowang zaleznosé rekurencyjng jest réwnanie

a1 =1 oraz a’,,—apanie=(—-1)" dlan>1.

(3) Gn42 = Q20py1 +a, dlan>1,

z warunkiem poczatkowym a; = 1. Wprowadzmy
oznaczenia:

2
Dn = 0pyq — Gplni2, Rn = Qn42 — (a2an+1 + an)
i zauwazmy, ze (dla n > 2)
2
Uni1Rn—1 = a5 — any1(aza, +an_1),

aan = nQn4+2 — an(a2an+1 + an)7

skad przez odjecie stronami
(4) an+1Rn_1 - aan = Dn + Dn—l-
W punkcie D przecinaja sie cieciwy AB i C'S okregu wy, Ponadto (wobec a; = 1) mamy: Dy 4+ Ry = —1.

a takze cieciwy AB 1 PQ okregu wy. Tak wiec Whioski: Jezeli ciag liczb calkowitych dodatnich (a,,)

|CD|-|DS| = |AD| - |DB| = |PD|- |DQ]|. spelnia wyjsciowa zaleznos$é, czyli warunki (1), to dla
Roéwnoséé miedzy skrajnymi iloczynami z kolei dowodzi, wszystkich n mamy D,, = (—1)", wigc prawa strona (4)
ze istnieje okrag ws, przechodzacy przez punkty ma stale wartos¢ 0; przy tym Ry = —D; —1=01ze
C,S,P,Q. Jego cieciwy SP i SQ maja jednakowa wzoru (4) wynika, ze R, = 0 dla wszystkich n — mamy
dhugo$é, wiec wyznaczaja przystajace tuki SP, SQ. zaleznosé (3).

Oparte na nich katy PCS 1 QCS (wpisane w okrag ws)

. X i Na odwrdt, jesli réwnanie (3) (z wyrazem poczatkowym
sg rowne — a to jest teza zadania.

a1 = 1 oraz dowolnym as) jest dla wszystkich n
640. Niech L,, oznacza sume po lewej stronie zaleznosci, — spelnione, czyli wszystkie R;, sa zerami, to wobec (4):

podanej na poczatku zadania, zaé P, — utamek po D, = —D,_y dlan > 2; przy tym Dy = —R; — 1= —1,
prawej stronie. Dla n = 1 mamy P;/L; = a3, zatem zatem D,, = (—1)" — a to jest zaleznos¢ (1).
rownost Ly = Py wymusza wartos¢ e, = 1. Dalej, Ostatecznie wiec, zadana na wstepie zaleznosé jest
Lo — L. — (=) P ._p — api1 — Anlnt2 réwnowazna rekurencji liniowej (2) z parametrami
et " ni1Qnio’ el " Qpt1Qn42 B =a; =1, A= as — dowolna liczba naturalna.
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