Informatyczny kacik olimpijski (53): Dziurawa szachownica

W tym miesiacu oméwimy zadanie, ktére pojawito sie
w pierwszej edycji konkursu Potyczki Algorytmiczne,
w roku 2005.

Dana jest szachownica o m wierszach i n kolumnach
(m < n), majaca taki feler, ze na niektérych jej polach
znajduja si¢ dziury. Obliczono, na ile sposobéw mozna
na tej szachownicy rozstawi¢ m wiez tak, by zadna

z wiez nie stala na dziurawym polu i nie grozita zbiciem
innej (tzn. w kazdej kolumnie moze staé¢ co najwyzej
jedna wieza, a w kazdym wierszu stoi doktadnie

jedna wieza). Nalezy wskazaé te pola szachownicy,

w ktoérych mozna wywierci¢ dodatkowe dziury tak, aby
powyzsza liczba ustawien nie zmienita sie. Przyktadowa
szachownica zostata przedstawiona na ponizszym
rysunku. Krzyzykami oznaczono dziurawe pola, zas
kolorem wyrd6zniono jedno z dwbéch prawidtowych
rozmieszczen wiez. Dodatkowe dziury mozna zrobi¢ na
polach bl oraz a2.
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Zapewne niektérzy Czytelnicy od razu zorientuja

sie, ze pod plaszczykiem terminologii szachowej

kryje sie problem, ktéry mozemy sprowadzi¢ do
znajdowania skojarzen w grafach dwudzielnych. Tak

jest istotnie. Rozwazmy bowiem graf dwudzielny G

o n + m wierzchotkach: wierzcholki ze zbioru A beda,
odpowiadaé wierszom szachownicy, natomiast wierzchotki
ze zbioru B — kolumnom. Dwa wierzchotki a € A

i b € B laczymy krawedzia wtedy, gdy na przecieciu
wiersza a i kolumny b nie ma dziury. W takiej sytuacji
poprawne rozstawienie wiez na szachownicy odpowiada
skojarzeniu rozmiaru m w grafie G. Tres¢ zadania
mozemy wiec przeformutowaé nastepujaco: nalezy znalezé
te krawedzie w grafie G, ktore nie naleza do zadnego
skojarzenia rozmiaru m.
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To prowadzi nas do pierwszego rozwigzania. Dla kazdego
niedziurawego pola szachownicy (4, j) wykonujemy
nastepujace sprawdzenie: stawiamy na nim wieze
i probujemy rozstawi¢ m — 1 wiez na pozostatej czesci
szachownicy, uruchamiajac algorytm wyznaczania
najliczniejszego skojarzenia w grafie dwudzielnym.
Rozwiazanie to mozna przyspieszy¢: zamiast za kazdym
razem od nowa znajdowa¢ najliczniejsze skojarzenie,
mozemy zaczal od poprzednio znalezionego. W tym celu
usuwamy wieze z wiersza i i kolumny j. Za kazdym razem
wystarczy zatem ustawi¢ co najwyzej dwie brakujace

wieze, czyli znalezé co najwyzej dwie Sciezki powigkszajace
skojarzenie. Ztozonoéé¢ czasowa to O(n?m?).

Podamy teraz lepsze rozwiazanie. Na poczatek
znajdujemy w grafie G dowolne skojarzenie rozmiaru m

20

(jesli takie skojarzenie nie istnieje, to mozna wywiercié

dziury we wszystkich polach). Tworzymy teraz graf

skierowany G’ o takim samym zbiorze wierzchotkéw co G

i nastepujacych krawedziach:

(1) krawedzie, ktére w grafie G nalezalty do znalezionego
skojarzenia, kierujemy od A do B,

(2) pozostale krawedzie z G kierujemy od B do A,

(3) dodajemy krawedzie z wszystkich skojarzonych
wierzchotkéw w B do wszystkich nieskojarzonych
wierzchotkow w B.

Nastepnie znajdujemy silnie spdjne sktadowe w grafie G’.
Okazuje sie, ze krawedzie, ktére nie naleza do zadnego
skojarzenia rozmiaru m w grafie G, to te krawedzie

typu (2) w grafie G', ktére tacza dwie rézne silnie spéjne
sktadowe. Sprébujmy to uzasadnic.

Stosunkowo tatwo wykazaé, ze pozostate krawedzie

typu (2) naleza do pewnego skojarzenia. Rozwazmy

taka krawedz e, ktora lezy wewnatrz pewnej silnie

spbjnej sktadowej, zatem lezy ona na pewnym cyklu.

Cykl ten moze sktadac si¢ z naprzemiennych krawedzi
typu (1) i (2) lub moze zawieraé¢ krawedzie typu (3).

W pierwszym przypadku do skojarzenia zamiast

krawedzi typu (1) z cyklu bierzemy krawedzie typu (2)

i uzyskujemy nowe skojarzenie zawierajace krawedz e.

W drugim przypadku rozwazamy najdtuzsza Sciezke cyklu
zawierajaca e, a niezawierajaca krawedzi typu (3). Sciezka
ta sklada si¢ na zmiang z krawedzi typu (1) i (2) oraz
zaczyna si¢ w wierzchotku nieskojarzonym, a konczy

w skojarzonym. Znowu wigc odwrdcenie rolami krawedzi
typu (1) i (2) zalatwia sprawe.

Rozwazmy teraz krawedz e (z b do a) typu (2), ktéra
taczy w G’ dwie rézne silnie spdjne sktadowe. Wszystkie
wierzchotki w A sg skojarzone, niech wiec b’ € B bedzie
wierzchotkiem skojarzonym z a. Oznaczmy przez L zbidr
tych wierzchotkow, z ktérych mozna dojsé do wierzchotka b
(w szczegdlnosei b € L, a € L). Wszystkie wierzchotki w L
sa skojarzone, w przeciwnym przypadku taki nieskojarzony
wierzchotek musiatby by¢ w B, zatem prowadzilaby do
niego krawedz typu (3) z b', czyli krawedz e lezataby
wewnatrz silnie spéjnej sktadowej. Ponadto zbiory A N L
i BN L sg réownoliczne i skojarzone miedzy soba oraz zaden
z wierzchotkéw A N L nie jest potaczony z wierzchotkami
spoza L. Innymi stowy, wszystkie wierzcholki z BN L

sa potrzebne do skojarzenia wierzchotkow z AN L,

zatem w najliczniejszym skojarzeniu zaden nie moze by¢
skojarzony przez krawedz e. To konczy dowod.

Na ztozonosé czasowa rozwiazania sklada si¢ znalezienie
najliczniejszego skojarzenia w G i wyznaczenie silnie
spoéjnych sktadowych w G’. Pierwszy krok mozna
wykonaé¢ w czasie O(nm?), korzystajac z metody Sciezek
naprzemiennych, lub w czasie O(nm+/n), korzystajac

z algorytmu Hopcrofta—Karpa.

Drugi krok mozna wykonaé¢ za pomoca dwoch przeszukan
grafu w glab. Jako ¢wiczenie dla Czytelnika pozostawiamy
pokazanie, ze mozna to zrobié¢ w czasie O(nm). Klopot
stanowig krawedzie typu (3), ktérych moze byé rzedu n?,
nalezy zatem wykorzystac ich regularna strukture.
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