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I Czesko-Polsko-Stowackie
Zawody Matematyczne Junioréow

Kontynuujac ideg¢ Czesko-Polsko-Stowackich Zawodéw Matematycznych dla
licealistow, w tym roku po raz pierwszy zorganizowano odpowiadajace im zawody
na szczeblu gimnazjalnym. Od 20 do 23 maja 2012 r. w Mszanie Dolnej spotkaty sie
szedcioosobowe reprezentacje trzech krajéw, aby rywalizowaé¢ w dwéch rodzajach
zawodéw: indywidualnych i druzynowych.

Zawody indywidualne forma przypominaly finat Olimpiady Matematycznej
Gimnazjalistow: uczestnicy w ciggu 4 godzin rozwiazywali pie¢ zadan. Nastepnego zas
dnia uczestnicy, w drodze losowania, zostali podzieleni na trzyosobowe druzyny w taki
sposéb, aby w kazdej z druzyn znalazt sie doktadnie jeden reprezentant kazdego kraju.
Druzyny otrzymaly tresci szesciu zadan: dwoch po czesku, dwoch po polsku i dwoéch po
stowacku. Rozwiazania takze musialy zosta¢ oddane w réznych jezykach, przy czym
kazde rozwigzanie mialo by¢ napisane w innym jezyku niz jego tresé¢. Zmuszato to
uczestnikow do wspoédlpracy i komunikacji miedzy zawodnikami réznych narodowosci.
W wiekszosci przypadkéw uczestnicy poradzili sobie z ta bariera bez probleméw.

W zawodach indywidualnych zwyciezyt reprezentant Polski, Konrad Majewski,
a czes¢ mieszana wygrata druzyna w sktadzie Ema Krakovska, Konrad Majewski
i Viktor Nemecek. Wszystkim zwyciezcom gratulujemy.

Przedstawiamy pochodzace od uczestnikow rozwiazania czwartego zadania z serii
indywidualnej i trzeciego zadania z serii druzynowe;j.

Zadanie 4 (I). Udowodnij, ze wsréd dowolnych 51 wierzcholkéw 101-kgta
foremnego istniejq takie trzy, ktore sq wierzchotkami trojkgta réwnoramiennego.

Rozwiazanie. Przypusémy, ze potrafimy tak wybraé¢ 51 wierzchotkéw 101-kata
foremnego, by zadne trzy nie byly wierzchotkami tréojkata réwnoramiennego.
Oznaczmy wowczas wierzcholki 101-kata przez Ap, Ao, ..., Ajg1 W taki sposéb,
by wierzchotek A1p; byl wybrany. Podzielmy teraz pozostale wierzcholki na

50 par postaci {A;, Ajo1—;} dlai =1,2,...,50. Zauwazmy, ze kazda z tych par
tworzy podstawe tréjkata réwnoramiennego o wierzchotku Ajg1, zatem z kazdej
pary dokladnie jeden wierzcholek musial byé¢ wybrany. W szczegélnosci wybrany
jest jeden z wierzchotkéw sasiadujacych z A1g1 (tzn. {41, A1p0}) oraz jeden

z wierzcholtkéw odleglych o dwa miejsca od A1gy (czyli {Aa, Agg}). Nie moga
by¢ to jednak sasiednie wierzcholki, bo wéwczas wraz z Ajg; tworzylyby

trojkat réwnoramienny ztozony z trzech sasiednich wierzchotkéw. Zatem, gdy

z jednej strony sasiadujacy z nim wierzcholek zostal wybrany, z drugiej wybrany
zostal wierzchotek odlegly od niego o dwa miejsca. Przypusémy zatem bez
straty ogoélnosci, ze wybrane zostaly wierzcholki A; i Agg. Stosujac powyzsze
rozumowanie z wierzchotkiem A; zamiast Aqg; oraz z wierzchotkiem Agg
zamiast A1q1, stwierdzamy, ze wybrane musialy by¢ As oraz Agg. Dostajemy
zatem tréjkat réwnoramienny AggA1g1 As, co jest sprzeczne z zalozeniem.
Otrzymana sprzecznosé konczy rozwiazanie zadania.

Zadanie 3 (D). Udowodnij, ze jesli n jest dodatnig liczbg calkowitq, to liczba
2(n% + 1) — n nie jest kwadratem liczby calkowitej.

Rozwigzanie. Rozwazmy reszty z dzielenia liczby n przez 5.
Dla n =0 (mod 5) lub n = 3 (mod 5) mamy 2(n? + 1) —n = 2 (mod 5), a wiec
2(n? + 1) — n nie moze by¢ kwadratem liczby catkowitej.
Podobnie dla n =1 (mod 5) lub n = 2 (mod 5), liczba 2(n? + 1) — n nie moze
by¢ kwadratem liczby calkowitej, bo 2(n? + 1) —n = 3 (mod 5).
Przypuéémy zatem, ze n = 5k — 1 dla pewnego k catkowitego. Wowczas

2(n* +1) —n =2((5k — 1) + 1) — (5k — 1) = 50k? — 25k + 5,
czyli 2(n? +1) —n =5 (mod 2)5. Zatem liczba 2(n? + 1) — n jest podzielna
przez 5, ale nie jest podzielna przez 25, czyli i ona nie moze by¢ kwadratem

liczby calkowite;.
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