Paradoks jest zazwyczaj objawem

jakiej$ luki — nieprecyzyjnej definicji lub
nieuprawnionej konstrukcji. Paradoks
ktamcy dowodzi koniecznosci rozrézniania
poziomoéw jezyka; samo zdanie i zdanie,
ktére o nim moéwi, sa tym samym, sg

na tym samym poziomie. Takie zdanie,
odnoszace sie do siebie, nazywa sie
autoreferencyjnym (samoorzekajacym).

L. .}

Rozwigzanie zadania F 818.
Splawik pozostanie w spoczynku, ale
cigzarek zacznie drgac¢, bo w zmienionej
sytuacji znajdzie si¢ poza polozeniem
réwnowagi (zacznie poruszaé si¢ w gére
wzgledem wiadra).

Eubulides, Richard, Godel
Wiktor BARTOL

Gdy w potowie XIX wieku odkryto geometrie nieeuklidesowe,
zainteresowanie matematykow zaczeto zwracaé sie w strone podstaw
matematyki. Na jakich podstawach mozna lub nalezy oprze¢ matematyke?
Na tym tle zrodzit si¢ w latach 20. XX wieku tzw. program Hilberta,
postulujacy zbudowanie sformalizowanej matematyki na fundamencie
aksjomatycznym i wyprowadzanie z aksjomatéw twierdzen jedynie za
pomocy $cisle okreslonych regut. Tak zbudowana teoria powinna by¢
zupelna i niesprzeczna i te jej wlasnosci powinny daé¢ si¢ udowodnié.

Teoria formalna jest zupelna, gdy kazde zdanie prawdziwe w dowolnym
jej modelu jest jej twierdzeniem, a wiec istnieje dla niego dowdd
wychodzacy od aksjomatow. Réwnowaznie, gdy dla kazdego zdania Z
jest tak, ze albo Z, albo negacja Z jest w tej teorii. Z kolei teoria jest
niesprzeczna, gdy istnieje co najmniej jedno zdanie w jej jezyku, ktore
jej twierdzeniem nie jest. Mowiac inaczej, niesprzecznos$é¢ oznacza, ze
nie istnieje takie zdanie Z, ze i Z, i negacja Z sg twierdzeniami teorii.

Prébe takiej konstrukeji matematyki podjeli Brytyjczycy: Bertrand Russell
i Alfred North Whitehead w publikowanym w latach 1910-1913 (choé
niedokonczonym) dziele Principia Mathematica. Kilkanascie lat pézniej,

w 1931 roku, ukazalta sie praca Kurta Friedricha Godla Uber formal
unenstcheidbare Sdtze der Principia Mathematica und verwandter
Systeme I (O formalnie nierozstrzygalnych zdaniach Principia Mathematica
i podobnych systeméw). Godel wykazal w niej, ze program Hilberta

nie moze zostac zrealizowany: dla kazdej niesprzecznej teorii matematycznej,
zawierajacej arytmetyke, istnieje zdanie GG, takie ze ani GG, ani negacja G
nie jest twierdzeniem tej teorii. Innymi stowy, jesli teoria jest niesprzeczna,
to nie jest zupelna.

Dwa inspirujace paradoksy. Czytelnik zapewne zetknal si¢ ze stynnym
paradoksem ktamcy, sformutowanym mniej wiecej 2400 lat temu przez
Fubulidesa: czy zdanie ,, To zdanie, ktore teraz wypowiadam, jest
falszywe” jest prawdziwe czy falszywe? Kazda préba analizy prowadzi

do nieuchronnego wniosku, ze prawdziwos¢ tego zdania jest rownowazna
jego fatszywosci.

Wiele lat pdzniej, w 1905 roku, francuski matematyk Jules Richard
sformutowal inny paradoks. Wyobrazmy sobie, ze dysponujemy lista
wszystkich wlasnosci arytmetycznych liczb naturalnych, zapisanych

w ustalonym jezyku naturalnym. Kazdy opis wlasnosci jest skonczonym
ciggiem symboli ze skonczonego alfabetu, zatem mamy tych wtasnosci
przeliczalnie wiele, co oznacza, ze mozemy je ponumerowac liczbami
naturalnymi. W ten sposéb podzieliliSmy liczby naturalne na dwie
kategorie. Pierwsza niech stanowig te liczby, ktére maja te wlasnosé, ktérej
sa numerem. Na przyklad, gdyby wlasnosé¢ bycia liczba parzysta miata
numer 12, to 12 byloby liczba pierwszej kategorii, gdyz jest parzysta.
Druga kategori¢ niech stanowia liczby, ktére nie maja wlasnosci, ktérej

sa numerem. Na przyktad, gdyby wlasnosé bycia liczba parzysta miata
numer 5, to 5 byloby liczba drugiej kategorii — i te liczby nazwijmy
liczbami Richarda. Bycie liczba Richarda jest pewna wtasnoscia liczb
naturalnych, zostal jej wiec przypisany pewien numer, powiedzmy, k.

Czy k jest liczbg Richarda? Odpowiedz ,tak” implikuje, ze k nie jest liczba
Richarda, podobnie jak odpowiedz ,nie” implikuje, ze nig jest. Tak wiec
k jest liczba Richarda wtedy i tylko wtedy, gdy nia nie jest.

8



5

Rozwigzanie zadania M 1357.

Niech G bedzie takim punktem na boku
. oG BF BF CE
AC, ze =

—— = —. Skoro — < —, to
GA FA FA EA
punkt E lezy na odcinku AG.
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réwnolegta do prostej AC' lub przecina ja
w punkcie X lezacym od strony punktu A
na zewnatrz odcinka AC. Zatem

[DEF] < [DGF],

tzn. mozemy przepchnagcé punkt E
do gorszego przypadku — punktu G.
Poniewaz pole tréjkata DGF nie zalezy
od potozenia punktu D na odcinku BC,
wiec mamy
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= (1 — t)[ABC] < ~[ABC].
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Réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy,
1

gdy t = 5 i [DEF] = [DGF]. Ale

[DEF] = [DGF] zachodzi wtedy

i tylko wtedy, gdy DF || AC lub E = G.
Zatem réwno$¢ w tezie zadania zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy punkt F oraz
punkt D lub E sg $rodkami odpowiednich
bokéw tréjkata ABC.

Pozostawiajac na boku kwestie zrédet sprzecznosci, odnotujmy, ze w obu
przypadkach mamy do czynienia ze zdaniem, ktore w ten czy inny
sposob odnosi si¢ samo do siebie. Co wiecej, mozna bytoby zauwazy¢, ze
zadnego z nich nie da si¢ ani udowodnié¢, ani obali¢. Zauwazmy jednak,
ze w przypadku paradoksu ktamcy mamy do czynienia z pojeciami
prawdziwoéci i falszywosci niemieszczacymi sie w zadnej teorii formalnej,
w przypadku zas paradoksu Richarda — z wlasnodcia, ktéra zalezy

od kolejnosci, w jakiej numerujemy wlasnoéci liczb naturalnych, a ta

nie jest przeciez wlasnoécia arytmetyczna, wyrazalng w jakiejkolwiek
teorii formalnej.

Paradoksy wykorzystane. Godel powoluje sie w swojej pracy na
inspiracje zaczerpnigte z powyzszych paradokséw. Zasadnicza koncepcja
dowodu polegala na zamianie ,prawdziwosci” i ,falszywosci” na
ydowodliwos¢” i ,niedowodliwos¢”. Jak takie pojecia, Scisle zwiazane

z danym systemem formalnym (w tym ze zbiorem aksjomatéw, regul
wnioskowania), wyrazi¢ w arytmetyce? Tu Godel wpadl na pomyst, nazwany
péiniej numeracjg Godla: kazdemu symbolowi (7-elementowego) alfabetu
przypisat liczbe nieparzysta od 1 do 13, zmiennym reprezentujacym obiekty —
liczby pierwsze, poczynajac od 17: zmiennej x liczbe 17, zmiennej y liczbe 19
itd. (Zmienne wyzszych rzedéw reprezentowane byly przez potegi liczb
pierwszych). W ten sposéb kazdy symbol alfabetu i kazda zmienna miaty
swoOj unikalny numer. Formuta jest skoniczonym ciagiem takich symboli.
Jesli numerami symboli kolejno wystepujacych w formule sa ny,na, ..., ng,
to formule przyporzadkowuje si¢ numer 2”32 ... py*, gdzie p; oznacza k-ta
liczbe pierwsza. Podobnie przypisuje sie numer kazdemu ciggowi formutl
(a wiec np. dowodom): jesli numerami formutl sa, kolejno, my,ma, ..., mg,
to numerem ciagu jest 2m13™2 ... p™=. Nietrudno zauwazy¢, ze w ten
sposéb kazdy symbol alfabetu, kazda zmienna, formuta czy ciag formut
ma jednoznacznie przypisany numer.

Teraz nalezy wtasnosci systemu formalnego przettumaczy¢ na jezyk
arytmetyki. Opisanie tego procesu wykracza poza mozliwosci tego artykutu,
odnotujmy jednak dwie formuly arytmetyczne, istotne dla konstrukeji
dowodu twierdzenia Godla. Pierwsza to formula Bew(x, y), oznaczajaca, ze =
jest numerem dowodu formuty o numerze y; druga to formuta So(z, v, Z(y)),
reprezentujaca, mowiac w uproszczeniu, formule powstaly przez zastapienie
w formule x zmiennej v przez y. Na przyktad, formula Vx—Bew(x, y) méwi,
ze zadna liczba nie jest numerem dowodu formutly o numerze y, czyli —
innymi stowy — formuta o numerze y nie ma dowodu. Niech teraz n bedzie
numerem nastepujacej formuty, w ktoérej dokonano pewnego podstawienia:

Ve-Bew(z, Sb(y,19, Z(y))).
Przyjrzyjmy sie formule (i to ona wlasnie bedzie zdaniem G)
Vz—Bew(z, Sb(n,19, Z(n))).
Sb(n,19,Z(n)) jest numerem formuly otrzymanej przez zastapienie
w formule o numerze n zmiennej o numerze 19 (czyli y) przez n. Ale
to jest wlasnie formuta G! Méwi zatem formuta G o tym, ze formuta G

nie ma dowodu! Jak wykazuje Godel, nie ma dowodu takze jej negacja.
System nie jest zupelny (przypomnijmy, jesli jest niesprzeczny).

Tak Godel wykorzystal tworczo oba przedstawione wyzej paradoksy.
Dla pelnosci obrazu warto jeszcze dodaé, ze postugujac sie formuta G,
udowodnit on takze, ze jesli system jest niesprzeczny, to w ramach tego
systemu nie mozna tej niesprzecznosci udowodni¢. Mozna to zrobié¢

w systemie obszerniejszym — pod warunkiem, ze jest on niesprzeczny.
Zyjemy zatem w $wiecie niesprzecznosci warunkowej. .. Paradoks?
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