Wyznaczanie wysokoS$ci wzgdérz na powierzchni Ksiezyca

Terminator to granica miedzy o$wietlong
i nieo$wietlong czedcig Ksigzyca lub
planety. Plaszczyzna terminatora jest
prostopadta do kierunku Ksiezyc—Stonce.

Zdjecia Ksigzyca mozna znalezé

na przyklad na stronie
http:/legault.perso.sfr.fr/quarters.html
lub
http:/www.astrosurf.com/cidadao/moon.htm.

Stonce

obserwator

Rys. 1. Wzniesienie na powierzchni
Ksiezyca i rzucany przez nie cien.
Ptaszczyzne rysunku wyznaczaja srodki
Stonca i Ksigzyca oraz polozenie ziemskiego
obserwatora. Wszystkie wzniesienia W,
lezace na okregu, ktorego plaszczyzna jest
réownolegta do plaszczyzny terminatora
(na rysunku jest to linia przerywana), sa
oswietlane przez Stonice pod tym samym
katem (h = const).

*Wydzial Fizyki,
Uniwersytet w Bialymstoku

Andrzej BRANICKI™

Cienie widoczne na tarczy Ksiezyca sa cennym zrédtem informacji o uksztaltowaniu
jego powierzchni. Widoczna z Ziemi dlugos$é cienia dowolnego wzniesienia zalezy
od fazy Ksiezyca. Najwieksza jest wtedy, gdy w poblizu nieréwnosci, rzucajacej
cien, przebiega linia terminatora. Najbardziej ,,chropowaty” Ksiezyc zobaczymy
wtedy, gdy jasna jest polowa tarczy, natomiast w czasie pelni jego powierzchnia
wydaje si¢ zupelnie ptaska. Pomiar katowej dlugosci cienia umozliwia wyznaczanie
wysokosci wzniesienia wzgledem powierzchni, na ktorg 6w cien pada. Pomiaréw
mozemy dokonywaé¢ na podstawie bezposrednich obserwacji wizualnych oraz zdjeé
Ksigzyca wykonanych samodzielnie lub dostepnych w Internecie.

Zadanie postawione w tytule jest bardzo tatwe do rozwiazania w przypadku, gdy
widzimy dokladnie polowe tarczy Ksiezyca (rys. 1). Zalézmy, ze wzniesienie W
lezy w plaszczyznie wyznaczonej przez srodki Stonca i Ksiezyca oraz potozenie
ziemskiego obserwatora. Z trojkata, w ktérym jedna z przyprostokatnych jest
wysoko$¢ wzgérza H (patrz: powiekszony szczegdl po prawej stronie rysunku 1),
wynika, ze

(1) H =re | sinh,

gdzie r oznacza odlegtos¢ Ziemia—Ksiezyc, €| — obserwowana katowa dlugosé
cienia wzniesienia, zas h — katowa wysokos¢ Stonca ponad horyzontem

w miejscu, w ktérym polozone jest wzniesienie. Symbole opatrzone ,, 1” dotycza
chwili, gdy patrzymy na Ksiezyc prostopadle do kierunku Ksiezyc—Stonce

(gdy Ksiezyc jest w pierwszej lub ostatniej kwadrze). Gdy r oznacza odleglosé
Ziemia—Ksiezyc, R — promien Ksiezyca (w dalszych rozwazaniach jego wartosé
przyjmiemy za dana) i 6 — katowy promien jego tarczy, mamy r = R/d. Wobec
tego zaleznosé (1) mozna zapisaé¢ w postaci:

H:R%sinh.

W omawianym przypadku wysoko$¢ Stonca ponad horyzontem h w miejscu,
w ktorym znajduje sie¢ wzniesienie, jest latwa do wyznaczenia. Jest ona réwna
katowi miedzy plaszczyzna terminatora a prosta laczaca $rodek Ksiezyca

i wzniesienie. Skoro tak, to

WW’'|  ray  ap

sinh = = = ,
R R 0
gdzie o jest katowa odlegloscia wzniesienia W od plaszczyzny terminatora, czyli
€L Q|
2 H=R——.

W przedstawionej sytuacji wyznaczenie wysokos$ci wzniesienia wymagalo
bedzie zmierzenia katowej $rednicy tarczy Ksiezyca ¢, katowej dhugosci cienia
wzniesienia € oraz katowej odleglosci tego wzniesienia od plaszczyzny
terminatora o .

Otrzymane rozwiazanie dotyczy bardzo szczegélnej chwili, gdy oSwietlona jest
doktadnie polowa tarczy Ksiezyca, oraz szczegdlnej lokalizacji wzniesienia.
Wystarczy jednak chwila zastanowienia, by usunaé drugie z wymienionych
ograniczen. Zauwazmy bowiem, ze plaszczyzna horyzontu jest w kazdym miejscu
styczna do globu, czyli jest prostopadla do kierunku ku centrum globu (patrz
rys. 1). Skoro tak, to wysokos$é h Stofica ponad horyzontem w dowolnym miejscu
globu jest réwna katowi miedzy kierunkiem ku centrum globu i ptaszczyzna
terminatora. Oznacza to, ze ma ona jednakowa warto$¢ we wszystkich miejscach
globu, ktére sa rownoodlegle od plaszczyzny terminatora. Punkty o jednakowe;j
wartosci h tworza na powierzchni Ksiezyca okregi réwnolegte do plaszezyzny
terminatora, ktérych $rodki sa polozone na prostej taczacej srodki Ksiezyca

i Stonca. Najwigkszym z tych okregéw jest terminator, dla ktérego h = 0.
Katowa wysoko$¢ Stonca wzrasta ze wzrostem odlegtosci od terminatora.

W punkcie Z Slofice jest w zenicie. Zalezno$é (2) mozna zatem stosowaé do
wyznaczania wysokosci wzniesienia polozonego w dowolnym miejscu tarczy, lecz
tylko wtedy, gdy Ksiezyc jest bliski pierwszej lub ostatniej kwadry.
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obserwator

Rys. 2. Obserwowana katowa diugosé
odcinka |WW’'| («) oraz dlugosé
cienia (¢) zalezg od kata f (czyli od
fazy Ksigzyca). Okrag narysowany
linig przerywana jest §ladem przecigcia
z globem Ksiezyca plaszczyzny
réwnolegtej do plaszczyzny rysunku

i przechodzacej przez wzniesienie. Slad
ten dla ziemskiego obserwatora bedzie
odcinkiem prostopadlym do prostej
taczacej punkty kontaktu terminatora
z brzegiem tarczy Ksiezyca.

Rys. 3

Rys. 4. Kat f mozna wyznaczy¢, mierzac
katy 816 badz v id.

Rozwiazanie (2) pozostaje jednak malo uzyteczne ze wzgledu na pierwsze

z wymienionych ograniczen. Okresy, w ktérych Ksiezyc polozony jest blisko
prostokatnego naroznika tréojkata, sa krétkie i moga pokrywacé sie z okresami
niepogody. Nietrudno jest jednak otrzymaé rozwiazanie ogdlniejsze.

Jedli licznik i mianownik zaleznosci (2) pomnozymy przez r2, dostaniemy

(rey)(ray)

— R

Tloczyny re ), ra) sa odcinkami rownoleglymi do kierunku Ksiezyc—Stonce.
Gdy widzimy polowe tarczy Ksiezyca, to na odcinki te patrzymy prostopadle.
Przy innej fazie patrzymy na nie pod pewnym katem f (wartosci f =0
odpowiada pierwsza kwadra, f = 90° — pelnia, f = 180° — ostatnia kwadra,

f =270° — néw). Rysunek 2 przedstawia sytuacje, gdy Ksiezyc jest w fazie
miedzy pierwsza kwadra i pelnia. Wynika z niego nastepujaca zaleznos¢ miedzy
dlugoscia odcinkéw re i ra oraz rey iray:

H =

izcosf, ﬂ:cosf.
rey rorg
Zaleznosci te pozwalaja uogdlnié wzoér (2) dla dowolnej fazy Ksiezyca:
cea 1
3 H=R-% — .
3) 0 6 cos? f

Widaé, ze zalezno$é¢ wysokosci wzgérza H od kata f jest staba dla niewielkich
jego wartosci. Przyjmijmy np., ze |f| &~ 13°, co odpowiada odstepowi okolo 1 doby
od pierwszej lub ostatniej kwadry. Ksztalt jasnej czesci Ksiezyca, odpowiadajacy
tym chwilom, jest pokazany na rysunku 3. Uzycie zaleznosci (2) zamiast (3) jest
wtedy zrédltem bledu wzglednego rzedu 5%. Tymczasem rozmycie granicy cienia
i linii terminatora skutkuje duzymi bledami pomiaru katéow e i «, czego finalnym
skutkiem jest wzgledny blad wartoéci H nie mniejszy niz 10%. Wynika stad, ze do
wyznaczania wysokosci wzniesien w chwilach bliskich momentowi, gdy widoczna
jest polowa tarczy Ksiezyca, mozna wykorzystywaé zalezno$é (2).

Jesli ksztalt jasnej czesci Ksiezyca bedzie wyraznie réznil sie od polowy okregu,
to na podstawie rysunku 4 mozemy sformulowaé zalezno$é umozliwiajaca
wyznaczenie wartosci kata f i uwzglednienie jej w zaleznosci (3)

sin f = @ = é
R 6
Tak wiec dla dowolnej fazy Ksiezyca (dowolnej wartosci kata f) zaleznosé (3)
wyglada nastepujaco:
e 1
50 (1—(8/0)?)
Poniewaz w praktyce znacznie latwiej mozna zmierzy¢ kat v niz (3, zaleznosé
powyzsza — pamietajac, ze v = § + [ — mozemy zapisaé jako funkcje kata :

oY 1
W H=055 rme )
Kroétkiego komentarza wymaga jeszcze problem pomiaru kata a. Jak wynika
zrysunku 2, jest to kat, pod jakim widoczny jest odcinek WW', gdzie W' jest rzutem
punktu W na plaszczyzne terminatora (punkt W' jest polozony pod powierzchnia
Ksiezyca). Dokladny pomiar tego kata nie jest wiec mozliwy poza szczegblnym
przypadkiem, gdy widoczna jest doktadnie potowa tarczy Ksiezyca. Wtedy bowiem
punkt W’ bedzie polozony dokladnie na linii terminatora, tzn. a = o’. Jezeli
obserwacji dokonano w chwili bliskiej momentowi wystapienia pierwszej lub
ostatniej kwadry, to punkt W’ bedzie znajdowal sie bardzo blisko terminatora,
w odleglosci niewiele wigkszej niz nieostrosé jego granicy. Mozemy wtedy przyjac,
ze a = o' . Zauwazmy jednak, ze réwniez dla dowolnej fazy Ksiezyca problem
okredlenia wartosci a rozwiazuje sie sam. Cienie wzgdrz dostatecznie dhugie, by
mozna byto mierzy¢ je w miare dokladnie, sa widoczne tylko blisko terminatora,
a wtedy punkt W’ réwniez bedzie bardzo blisko linii terminatora. Skoro tak, to
niezaleznie od fazy Ksiezyca mozemy przyjmowaé, ze o = o.

H=R

Przygladajac si¢ zaleznosci (4), bedace]j rozwiazaniem postawionego zadania, warto
zauwazy¢, ze wielkosdci katowe wystepuja w niej wylacznie w postaci ilorazow.
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Dzieki temu do wyznaczenia wysokosci wzniesienia nie jest potrzebna znajomoscé
katowej skali obrazu Ksiezyca obserwowanego w lunecie badz katowej skali
fotografii Ksiezyca. Otrzymane zaleznosci sa, oczywiscie, prawdziwe dla dowolnego
kulistego obiektu oswietlonego odleglym, niemal punktowym Zrédlem Swiatta.

* * *

Jesli R uznamy za wielko$é znana, to do wyznaczenia wysokosci wzniesienia
konieczne bedzie zmierzenie czterech katéw: €, o/, v, 4 (rys. 5). Mozna je
zmierzy¢é w trakcie bezposredniej obserwacji wizualnej lub wykorzystujac
do pomiaréw zdjecie Ksiezyca.

v Zrobienie zdjecia Ksiezyca, umozliwiajacego wykonanie niezbednych pomiaréw

z rozsadna dokladnoécia, wymaga uzycia obiektywu o ogniskowej zblizonej

do 1 m. Role takiego obiektywu spelnia zazwyczaj obiektyw lunety lub
zwierciadlo teleskopu. Decydujacy wplyw na dokladno$é pomiaru ma wielko$é

i ostro$¢ obrazu Ksiezyca. Ze wzgledu na drgania uktadu fotografujacego
powodowane powiewami wiatru i turbulencja atmosferyczna czas naswietlania
nie powinien przekraczaé¢ 1/30 sekundy. Poniewaz jedna z mierzonych wielkosci
jest promien tarczy Ksiezyca, a wielko$¢ te mozna wyznaczy¢ najdokladniej,
mierzac Srednice tarczy, zdjecie powinno obejmowaé cata oSwietlong cze$é tarczy.

Rys. 5. Katy, ktére nalezy zmierzy¢, aby
wyznaczy¢ wysokosé wzniesienia. Linia
przerywana laczy punkty jednakowo
odlegte od plaszczyzny wyznaczonej przez
polozenie obserwatora, srodka Ksi¢zyca

i srodka Stonca.

Bezposredni (wizualny) pomiar katéw e, o/, v, § bedzie wymagal uzycia lunety
lub teleskopu umozliwiajacego osiagniecie ponad stokrotnego powiekszenia.

i Typujac wzniesienia przewidziane do pomiaru, nalezy wybieraé takie,

Rozwigzanie zadania M 1353.
Zauwazmy, ze

ktorych otoczenie wydaje sie w miare plaskie i poziome. Jedyna wskazowka,
umozliwiajaca ocene stopnia spelnienia tego warunku, jest Swiatlocieniowy obraz
otoczenia. Jesli zalezy nam na zmierzeniu wysokosci konkretnego wzniesienia,

1 1 1 . , L . i I .
- ot nalezy poczeka¢ na wieczor, w ktérym znajdzie sie ono w poblizu terminatora.
n n — n(n —

ale

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Eil+17<Eik+1>+<k+17k+2>+”'+(771+1>7k(k+1)+(k+1)(k+2)+'”+l(l+1)’

zatem wystarczy przyjac k=n—1,l=n(n—1) — 1.

Test na liczbe pierwsza
Wojciech CZERWINSKI*

Chyba wszyscy lubimy liczby pierwsze. Szczegdlne wrazenie robia te naprawde
duze, wydaja sie skrywaé w sobie jakas nadzwyczajna tajemnice: dlaczego
akurat one staly sie swego rodzaju wybrancami sposréd innych liczb i maja
tak niezwykte wlasciwosci?
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brisecpoqsr qogjgquie lequy broegs
mieLxcpojeK’ ¥ brzex leqen mierscpojeg
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Matematycy od dawna zastanawiaja sie, jak sprawdzacd, czy liczba jest pierwsza.
Dawniej robili to tylko (a moze az) z ciekawosci i poczucia doniostosci zadania.
W dzisiejszych czasach majg takze bardziej praktyczne motywacje. Przyktadowo,
na potrzeby algorytmu RSA chcieliby$my umieé¢ sprawdzaé, czy liczba majaca
okoto 500 cyfr jest pierwsza, czy tez zlozona.

Powszechnie stosowany i w praktyce najszybszy jest test pierwszosci
Millera—Rabina (w skrécie test MR), wymyslony w 1980 roku. Wykorzystuje on
losowo$¢ i opiera si¢ na nastepujacym pomysle. Powiedzmy, ze chcemy sprawdzic,
czy liczba n jest pierwsza. Okazuje sie, ze jezeli n jest ztozona, to co najmniej
potowa liczb ze zbioru {1,2,...,n — 1} jest Swiadkami zloZonosci tej liczby

(to zreszta bardzo mato doktadne oszacowanie). Nazwa bierze sie stad, ze jezeli
dla pewnej liczby n istnieje liczba 1 < a < n — 1 bedaca jej swiadkiem ztozonosci,
to wiadomo, ze n jest liczbg ztozona.

Wigcej szczegbltéw o algorytmie

RSA i o tescie Millera-Rabina

mozna przeczyta¢ m.in. w ksigzkach
Wprowadzenie do algorytmdw

T. Cormena, R. Leisersona, R. Rivesta
i C. Steina oraz Kryptografia. W teorii
i w praktyce D. Stinsona.

Stosunkowo tatwo jest sprawdzié, czy dana liczba a jest $wiadkiem ztozonosci

dla n, ale nie bedziemy teraz wchodzi¢ w szczegdly, co to znaczy i jak sie to robi.
Co wiecej, odpowiednie obliczenia mozna wykonaé szybko — jezeli liczba n ma

k cyfr, to algorytm sprawdzajacy, czy a jest swiadkiem ztozonosci dla n, wykonuje
mniej wiecej k> operacji. To znaczy, ze dla n bedacej liczbg pieésetcyfrowa wykona
on mniej wiecej 5002, czyli 125 milionéw operacji. Nasz domowy komputer
potrzebuje na to mniej wiecej jednej setnej sekundy — czyli nie jest Zle.

*doktorant, Instytut Informatyki,
Uniwersytet Warszawski
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