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Felix Klein (1849-1925), matematyk
niemiecki, wywart ogromny wplyw na
rozwdéj matematyki, proponujac oparcie
jej nie na aksjomatach i nasladowaniu
fizyki, lecz na przeksztalceniach,

a zwlaszcza grupach przeksztalcen.

W ciagu stulecia spowodowalo to
zasadniczg restrukturyzacje matematyki
zwang przetomem bourbakistowskim.

Hermann Helmholtz (1821-1894)
przytoczong w tekscie prace

napisal w 1868 roku pod wplywem
lektury wyktadu habilitacyjnego
Bernharda Riemanna (1826-1866)

z 1854 roku, O hipotezach, ktére lezg

u podstaw geometrii, w ktérym Riemann
wskazuje na mozliwosé tworzenia bogatej
rodziny geometrii nieeuklidesowych — tak
uprawia si¢ geometri¢ dzisiaj.

Janos Bolyai (czyt. bojoj) (1802-1860),
matematyk wegierski; jego praca
dotyczaca geometrii nieeuklidesowej
(1823) zostala zle przyjeta przez
$rodowisko naukowe i ukazala sie dopiero
w 1832 roku jako dodatek do ksigzki
ojca poswigconej dydaktyce matematyki.
Gdy okazalo sig, ze w Niemczech
wydano i pozytywnie przyjeto prace
Lobaczewskiego, Janos zatamal si¢

i spedzil reszte zycia w catkowitym
odosobnieniu.

Nikotaj Lobaczewski (1792-1856),
matematyk rosyjski (z polskimi
korzeniami), opublikowal w 1826

roku w Kazaniu prace O navanax
zeomempuu, ktéra powszechnie poznano
po wydrukowaniu jej w 1840 roku

po niemiecku. Wobec watpliwosci

co do jej filozoficznego (i religijnego)
znaczenia Lobaczewski zostal usunigty
ze stanowiska rektora uniwersytetu

w Kazaniu i przeniesiony na emeryture.
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Rys. 1
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W rozumowaniach byt btad
Marek KORDOS

W poprzednim numerze Delty przedstawitem trzy dowody V postulatu
Euklidesa. Dla wszystkich Czytelnikow bylo jasne, ze zawieraja one bledy. Fakt,
ze mimo to kazdy z nich przez pewien czas byl uznany za poprawny, wskazuje
na ogromny klopot, jakim dla my$licieli — juz niekoniecznie matematykdw

— byto przyjecie do wiadomosci, ze moga istnie¢ dwie wykluczajace sie, ale
poprawne, a wiec w szczegdlnosci niesprzeczne teorie opisujace ten sam obiekt,
w tym przypadku przestrzen. A przeciez przestrzen, w ktorej ,,odbywa sie”
Wszechswiat, jest jedna.

Powstalo wiec pytanie, jak — niezaleznie od odwolywania si¢ do Natury — mozna
stwierdzi¢ poprawnosé teorii. Rozwiazanie przyniosta lekka modyfikacja tego
pytania przez Felixa Kleina: zapytat on

jak stwierdzic¢, Ze jedna teoria jest co najmniej tak poprawna, jak druga?
I odpowiedzial na to pytanie: jesli w teorii T1 mozna zbudowaé model teorii T,
to teoria To jest co najmniej tak samo poprawna, jok teoria T.

Po czym zbudowal (w 1870 roku) model geometrii powstajacej przez dolaczenie
do czterech poczatkowych postulatow Euklidesa zaprzeczenia piatego postulatu
w geometrii euklidesowej (model Kleina) oraz w tej geometrii model geometrii
euklidesowej (horysfera). W ten sposéb wykazal, ze obie geometrie sa
jednakowo poprawne.

A filozoficzny problem istnienia dwu teorii opisujacych ten sam obiekt zostal
niewiele pdzniej rozstrzygniety wedtug pomystu fizyka, Hermanna Helmholtza,
ktory w pracy O faktach, ktore lezg u podstaw geometrii zaproponowal, by
matematyki nie uwazaé¢ za nauke przyrodnicza, lecz za skrzynke z narzedziami
do uprawiania nauk przyrodniczych.

Model Kleina

Do wskazania bledéw w przytoczonych dowodach V postulatu potrzebny bedzie
nam — rzecz jasna — tylko pierwszy z modeli zbudowanych przez Kleina. Oto on.

e Plaszczyzna bedzie wnetrze kola (bez brzegu! — oznaczmy ten brzeg o).

e Prostymi beda cieciwy tego kota (oczywiscie, bez koncow).

e Proste beda prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy przedtuzenie jednej z nich
przechodzi przez punkt przeciecia stycznych do o w konicach drugiej (okazuje
sie, ze jest to relacja symetryczna) lub gdy jedna z nich przechodzi przez
srodek kota, a druga jest euklidesowo do niej prostopadtla.

To okresla model catkowicie, a wynika z tego, miedzy innymi, ze

e odleglos¢ punktéw A i B to

)\-‘ln

AQ - BP/
gdzie P i @ to konce prostej] AB, XY to euklidesowa dlugosé odcinka XY,
a A jest dowolnie ustalona stala dodatnia;

e punkty rownoodlegte od prostej tworza elipse styczna do o w koncach
tej prostej;

e kat miedzy prostymi to euklidesowy kat, jaki tworza okregi prostopadte do o
i przechodzace przez konce tych prostych.

Czytelnik Ciekawski moze z tego wyprowadzi¢ wszelkie wlasnosci tej
nieeuklidesowej geometrii zwanej geometria Bolyaia—Y.obaczewskiego na czesé¢
dwdéch odwaznych matematykdw, ktorzy pierwsi uparli sie, ze taka geometria
istnieje (lub geometria hiperboliczna ze wzgledu na jej analityczne wlasnosci).
My zauwazymy wstepnie, ze nie jest w niej spetniony V postulat: przez punkt P
poza prosta k przechodzi nieskoficzenie wiele prostych z nia rozlacznych (rys. 1).
O tych dwu, ktore maja z k wspdlne konce, méwimy, ze sa do k réwnolegle,

o pozostalych — ze sa nadréwnolegle.
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Rys. 2

Rys. 3

Mozna, oczywiscie, zbudowad
tréjwymiarowy model Kleina. Bedzie
to kula bez brzegu — reszta bez zmian.
Horysfera to elipsoida obrotowa
(powierzchnia), ktérej 0§ obrotu
przechodzi przez $rodek tej kuli, i ktéra
jest styczna do brzegu tej kuli (a wigc
bez jednego punktu!). Dodatkowo
zaktadamy, ze (gdy kule potraktujemy
jak jednostkowa) pozostale osie maja
ditugosé rowng kwadratowi dlugosci osi
obrotu. Na tej powierzchni za proste
uwazamy przecigcia jej z plaszczyznami
modelu Kleina przechodzacymi przez
brakujacy punkt. Uwazamy te proste za
prostopadte, gdy powstaly z ptaszczyzn
prostopadlych. Geometria na tej
powierzchni jest wtedy identyczna

z geometrig plaszczyzny euklidesowej.

Ale to juz opowie$¢ na inng okazje.

Na czym polegaly bledy?

Juz z ogladu rysunku 1 mozna stwierdzié¢, ze Saccheri zadnego bledu
matematycznego nie popelnil — w geometrii Bolyaia—FLobaczewskiego (B-L.)
proste réwnolegle sa asymptotyczne. Mylil si¢ tylko w intuicji, ze takie cos
prostym przydarzy¢ sie nie moze. Faktycznie jego praca FEuclides ab omni naevo
vindicatus byla pierwsza praca z geometrii B-L,, ale o tym przekonano sie
dopiero dwa wieki pdzniej.

Legendre popelnil — mozna powiedzie¢ — pol bledu: pierwsza cze$é jego
dowodu, gdy wykazuje, ze suma katéw trojkata w geometrii absolutnej

nie moze by¢ wieksza od 7, jest poprawna. Uzyskany wynik dzis nazywa
sie twierdzeniem Saccheriego—Legendre’a, bo i u Saccheriego mozna znalez¢
podobne rozumowanie.

Natomiast dowdd, ze nie ma trojkatéw o sumie katow mniejszej od 7, korzysta ze
zdawaloby sie oczywistej przestanki: przez punkt wewngtrz kgta wypuklego mozna
poprowadzic¢ prostq przecinajgcg oba jego ramiona. Jej falszywosé widaé na
rysunku 2. Kolorowa prosta jest réwnolegla do obu ramion kata — nazywa si¢ ja
prostq zagradzajgcq. Zacieniowany obszar za nia sklada sie — co latwo sprawdzié
linijka — z punktéw, przez ktére nie mozna poprowadzié prostej przecinajacej
oba ramiona kata (punkty A’ i B’ z dowodu Legendre’a moga nie istniec).

Sprawa z dowodem Farkasa Bolyaia jest (chyba)
prostsza, cho¢ obrazek bedzie wiekszy. Okazuje sie
bowiem, ze w geometrii B-L istnieja tréjkaty, na
ktérych nie mozna opisa¢ okregu — po prostu symetralne
ich bokéw nie przecinaja si¢! Pokazuje to rysunek 3.

Nieprzecinajace si¢ proste k i [ beda symetralnymi
tréjkata, ktéry buduje sie tak. Bierzemy miedzy nimi
jaki$ punkt P i rysujemy elipsy przechodzace przez

ten punkt i styczne do o odpowiednio w koncach
prostych k il — sg to linie, ktére skladaja sie z punktéw
odleglych tak jak P odpowiednio od prostej k i [
(druga czarna kropka na poprzedniej stronie) — zatem
S jest srodkiem PQ, a T érodkiem PR. Kazda prosta,
ktorej przediuzenie przechodzi przez X (przez Y), jest
prostopadia do k (do [) — trzecia kolorowa kropka.
Zatem k jest symetralng P(Q, a [ symetralna PR.
Wobec tego na tréjkacie PQR nie mozna opisaé okregu.

Inne zdania ré6wnowazne V postulatowi

Zatem kazde ze zdan

— przez punkt wewnetrzny kgta wypuklego mozna poprowadzié prostg przecinajgcq
oba ramiona kgta;
— na trojkgcie mozna opisaé okrqg;

jest rownowazne V postulatowi na gruncie poczatkowych czterech.

Czytelnik Zainteresowany sprawdzi, ze podobnie jest ze zdaniami:

— istniejq nieprzystajgoce trojkqty podobne;

— na plaszczyznie kazda prosta przecina przynajmniej jedng z przecinajgcych sie
prostych;

— istniejg trzy wspolliniowe punkty jednakowo odlegle od danej prostej;

— odleglosé punktow zorientowanej prostej od innej prostej jest funkcjq
monotoniczng;

— odleglosé punktow prostej od wspdlplaszczyznowej i rozlgeznej z nig prostej jest
ograniczona (do wyboru: z géry lub z dolu);

— istnieje prostokat;

— wysokosci trojkqta przecinajq sie

itd.
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