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VII Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow

W dniu 18 marca 2012 r. zakonczyla sie VII Olimpiada Matematyczna
Gimnazjalistéw. W zawodach pierwszego stopnia wziglo udzial 14176 uczniow
z 1312 szkol, w tym z kilku szkét polskich w Wilnie. Do zawodéw drugiego
stopnia zakwalifikowano 1403 uczniéw z 627 szkét, a do zawodow trzeciego
stopnia (finalowych) — 214 uczniéw ze 111 szkdl.

Zawody finalowe, podczas ktorych uczestnicy zmagali si¢ z pigcioma zadaniami
w czasie trzech godzin, odbyly sie 17 marca 2012 r. w Warszawie.

Ponizej przedstawiamy dwa zadania z zawodéw finalowych. Pierwsze z nich
okazalo sie dla uczestnikow najlatwiejsze, a drugie — najtrudniejsze.

1. Wyznacz wszystkie takie liczby rzeczywiste z, dla ktérych liczby = + /3 oraz
2 +/3 sq wymierne.

Szkic rozwigzania. Oznaczmy przez a i b odpowiednio liczby wymierne x 4 /3
oraz z2 + /3. Woéwczas © = a — v/3. Stad otrzymujemy

b=(a—V3)?+V3=(1-2a)V3+d®+3,
czyli
(1-2a)V3=0b—a®—3.

Przypuéémy, ze liczba 1 — 2a jest rozna od zera. Wowczas
b—a®—3
ot =8
1—2a
Liczba po prawej stronie ostatniej réwnosci jest wymierna, jako iloraz dwéch
liczb wymiernych. Otrzymujemy wiec sprzeczno$é, z ktérej wynika, ze
1

1 —2a = 0. Wobec tego a = %, czyli z = 3 — /3.

Bezposrednio sprawdzamy, ze liczba z = % — /3 spelnia warunki zadania.

Na mocy powyzszego rozumowania jest to jedyna liczba o zadanej wlasnosci.

2. Czy na powierzchni kazdego czworoscianu mozna wskazaé takie cztery
punkty, ktore sa wierzchotkami kwadratu, i z ktérych zadne dwa nie leza na
jednej Scianie tego czworos$cianu? Odpowiedz uzasadnij.

Szkic rozwigzania. Wykazemy, ze takie cztery punkty istnieja w kazdym
czworo$cianie.

Rozwazmy dowolny czworoscian ABC' D, w ktérym BC = a, AD = b.
Na krawedziach AB, AC, DB i DC wybierzmy odpowiednio takie punkty
K, L M, N, ze
AK AL DM DN b
KB LC MB NC a
7 twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wynika, ze proste KL i M N
sa rownoleglte. Wobec tego punkty K, L, M, N leza na jednej ptaszczyznie.
Ponadto z twierdzenia Talesa obliczamy
KL AK b
BC AB  a+V’
skad
KL—BC. 0 —
a—+ a-+b
Analogicznie wykazujemy, ze kazdy z odcinkow LN, NM, M K ma dlugosé
ab/(a + b). Stad wniosek, ze czworokat K LN M jest rombem.

Niech P bedzie $rodkiem rombu K LN M. Punkty przeciecia prostych,
zawierajacych dwusieczne katow K PM i M PN, z bokami rombu tworza
wierzchotki czworokata. Czworokat ten jest kwadratem, gdyz jego przekatne sa
réwne i przecinaja sie pod katem prostym.
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