Rys. 2

Rys. 3. Obracamy w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara.

Rys. 4

Zadanie 3 pochodzi z VI Olimpiady
Matematycznej.

Punkt w tréjkacie Joanna JASZUNSKA

Punkt P lezy wewnatrz tréjkata réwnobocznego ABC o boku dlugosci a
i o wysokosci h. Rzutujemy ten punkt na boki tréjkata oraz taczymy go
z wierzchotkami. Odlegtosci punktu P od bokéw BC,C' A, AB oznaczamy
odpowiednio przez z, v, 2.

1. Wykaz, ze suma pol szarych trojkatéw na rysunku 1 nie zalezy od polozenia
punktu P.

2. Udowodnij, ze suma x + y + z nie zalezy od polozenia punktu P.

3. W jakiej czedci trojkata ABC powinien leze¢ punkt P, aby z odcinkéw
o dtugosciach x,y, z mozna bylo zbudowaé tréjkat?

4. Wykaz, ze z odcinkéw o dlugosciach PA, PB, PC' mozna zbudowaé trojkat.

5. Wyznacz miary katow trojkata o bokach PA, PB, PC, jesli < BPC = «,
ICPA =0, xAPB = ~.

6. Wyznacz pole trojkata ABC, jesli PA =5, PB =3, PC =4.
7. Udowodnij, ze PA+ PB+ PC > 2(x + y + z).

Rozwigzania

R1. PoprowadZmy przez punkt P proste réwnolegle do bokéw tréjkata (rys. 2).
Dziela one trojkat ABC na trzy trojkaty réwnoboczne i trzy réwnolegloboki.
Polowa kazdej z tych szesciu figur jest szara. Wobec tego suma pdl szarych
trojkatow réwna jest polowie pola trojkata ABC. O
R2. Niezaleznie od polozenia punktu P suma x + y + z réwna jest h, poniewaz
ah ar a az alr+y+z
o = [ABC) = [PBO) + [POA] + [PAB) = 2 1 ¥ 4 % — % 0
R3. Z rozwiazania poprzedniego zadania wiemy, ze = + y + z = h. Stad nier6wnos¢
tréjkata z < x 4+ y réwnowazna jest warunkowi z < h/2. Analogicznie powinny by¢
spelnione warunki « < h/2 oraz y < h/2. Oznacza to, ze punkt P powinien lezeé
wewnatrz tréjkata utworzonego przez srodki bokéw trojkata ABC. O

RA4. 7 nieréwnosci trojkata mamy PA + PB > AB. Ponadto AB = BC
oraz BC > PC, stad PA+ PB > PC. Analogicznie PA + PC > PB oraz
PB+ PC > PA.O

R4 inaczej. Obréémy tréjkat o 60° wokdl wierzcholka A (rys. 3); obraz
punktu P oznaczmy przez P'. Wtedy <P’ AP = 60° oraz P’A = PA, zatem
trojkat AP P’ jest rbwnoboczny. Stad trojkat C' P’ P ma boki o zgdanych
dtugosciach P’P = PA, P'"C = PB oraz PC. O

Jeszcze inne rozwigzanie, korzystajace z twierdzenia Ptolemeusza, opisano w deltoidzie 6/2009.

R5. W sytuacji z rysunku 3 mamy <P’ PC = S APC — < APP' = 3 —60°,
podobnie <CP’'P = v — 60°. Stad, korzystajac z réwnosci a + 3 + v = 360°

1 z sumy miar katéw trojkata CP’'P, otrzymujemy < PCP’ = a — 60°. O

R6. Obréémy tréjkat o 60° wokdt wierzchotka A (rys. 4). Niech P4 bedzie obrazem
punktu P. Tak jak na rysunku 3, trojkat AP P4 jest réwnoboczny. Tréjkat C' Py P
ma boki dtugoséci P4P = PA =5, PAC = PB = 3, PC = 4, wiec jest prostokatny.
Analogicznie zdefiniujmy punkty Pg i Pc jako obrazy P przy obrotach

wokoét odpowiednio wierzchotkéw B i C'. Wtedy tréjkaty BPPp i CPP¢ sa
rownoboczne o bokach odpowiednio dtugoéci 3 i 4, a tréjkaty APgP i BPoP
oba sa prostokatne o bokach dlugoéci 3, 4, 5.

Pole kolorowego szeéciokata APgBPoC Py jest réwne [ABC] plus ,dodatki”:
[ABC|+[APgB]+[BPcCl+[CPsA]=[ABC]+ [CPB]+ [APC]+[BPA]=2[ABC].

Jednoczednie pole to jest réwne sumie pdl trzech szarych tréjkatéow rownobocznych
i trzech biatych prostokatnych:
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Szukane pole tréjkata ABC' jest wiec dwukrotnie mniejsze: [ABC] = 2547\/5 +9.0

Wiskazéwka 7. Skorzystaj z rysunku 3 lub 4 oraz z rozwiazania zadania 2.
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