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Rozwigzanie zadania F 813.

Styczna do cykloidy w kazdym punkcie P
przechodzi przez najwyzszy punkt
wyznaczajacego ja okregu. Istotnie,
poniewaz nie ma poslizgu, wigc predkodci
ruchu ,obrotowego” i postepowego sa
réwnej dlugoscei, a ich wypadkowa (czyli
wektor styczny) jest dwusieczng kata
miedzy nimi.

Prosta pozioma przechodzaca przez
punkt P przecina okrag w punkcie A.
Pionowa $rednica okregu przecina go

u goéry w punkcie B. Z symetrii mamy
XPAB = XAPB, ale kat PAB jako
wpisany réwny jest katowi dopisanemu
miedzy cieciwg PB i styczng do

okregu w P. Zatem PB jest dwusieczng
kata miedzy wektorami.

Informatyczny kacik olimpijski (52): Robot sortujacy

Tym razem oméwimy zadanie Robot sortujecy (ang. Robotic Sort) z Mistrzostw
Europy Srodkowej w Programowaniu Zespotowym 2007 (CERC 2007). W zadaniu
wystepuje nietypowy algorytm sortowania n-elementowego ciggu liczb catkowitych.
W i-tym kroku (dla ¢ = 1,...,n) znajdujemy w ciggu i-ty najmniejszy element;
zatézmy, ze znajduje si¢ on na pozycji j;. Nastepnie odwracamy fragment ciggu
znajdujacy sie miedzy pozycjami i-ta a j;-ta i w ten sposéb rozwazany element
trafia na docelowa pozycje w posortowanym ciggu. Naszym zadaniem jest
efektywnie zasymulowaé ten algorytm, a doktadniej, wyznaczy¢ ciag pozycji

Jiy- -, Jn. Przyktadowo, jesli ciagiem do posortowania jest 3, 4, 5, 1, 6, 2, to
wynikowy ciag pozycji odpowiadajacych prawym koncom kolejnych odwrécen

to 4, 6, 4, 5, 6, 6. Dla uproszczenia zalozymy, ze wyjsciowy ciag jest permutacja
liczb 1,...,n. W oryginalnym zadaniu cigg nie musial by¢ réznowartosciowy, ale
sprowadzenie ogdlnego przypadku do przypadku permutacji jest catkiem proste.

Bezposrednia implementacja algorytmu sortowania przez odwracanie ma ztozonos$é
CZasowa, @(nQ). Mozna si¢ o tym przekonaé, sprawdzajac dziatanie algorytmu

dla ciagu 2, 4, 6,8, ..., 7, 5, 3, 1 — wlasnie w tym przypadku wykonujemy
najwiekszg liczbe operacji.

W takim razie sprobujemy zastosowac jakie$ inne podejscie. Ponumerujmy
elementy ciggu po kolei, od lewej do prawej, od 1 do n. Zaldézmy, ze najmniejszy
element ciggu znajduje sie na pozycji a. Wowczas po pierwszym odwrdceniu
elementy ciggu beda ustawione w nastepujacej kolejnosci:
a, a—1, ..., 1, a+1, a+2, ..., n.

Widzimy, ze tak naprawde struktura ciggu zmienita sie dosy¢ nieznacznie. Jesli
teraz drugi najmniejszy element znajdowat sie, przyktadowo, na pozycji b < a, to
po drugim odwréceniu ciag bedzie mial postac:

a, b, b+1, ..., a—-1,0-1,b—-2, ..., 1, a+1, a+2, ..., n
Domyslamy sie juz, co bedzie dalej. Po i-tym odwrdceniu ciag bedzie miat postac¢

S1, 82, ..., Si, (al, bl,’l"l), (ag, bQ,’I“Q), ey (am, bm,rm),

dla pewnego m < i, przy czym si,...,S; to numery ¢ najmniejszych elementow
ciagu, za$ (aj, bj, rj) oznacza ciag liczb aj, a; + 1, ..., b; ustawionych w takim
wlasnie porzadku (jesli r; = 0) lub odwrotnie, malejaco (jesli r; = 1).

Zauwazmy, ze uzywajac takiej reprezentacji, kolejne odwrdcenie w ciaggu mozemy
wykonaé w czasie O(m), o ile tylko bedziemy dla kazdego elementu 1, ..., n pamietaé,
na ktérej pozycji wyjsciowego ciagu sie znajdowal (oznaczenie: pli]). Zatézmy, ze
pli + 1] = k. Znajdujemy teraz taka grupe (aj, bj,r;), ze k € [a;, b;j], rozbijamy ja na
dwie, a nastepnie miedzy te dwie czesci wstawiamy, odwrdocone, wszystkie wezesniejsze

Rozpatrzmy punkt P powstaly po obrocie
okregu o kat . Niech S bedzie $rodkiem

grupy. Przykltadowo, jesli r; = 0, to wynikowy ciag ma postac:

S1, 82, ..., Sji, k, (aj,k:—l,l), (aj71,bj71,1—7“]‘71), ey (a1,b1,1—7‘1),

(k-l—l,bj,()), (aj+1,bj+1,rj+1), ey (am,bm,rm).

okregu. Wowezas ¥SPB = xSBP — /2. Przypadek rj = 1 rozpatrujemy analogicznie. Po kazde]j operacji przybywa
Pionowy promien jest réwnolegly do SB co najwyzej jedna grupa — byé¢ moze zero, jesli k znajdowalo sie na skraju grupy
I tworzy ze styczna ten sam kat co SB, (g b, r;). To jednak oznacza, ze liczba grup moze rosnaé liniowo, wigc koszt czasowy

a wigc ten sam co SP, co konczy dowdd.

catego algorytmu moze by¢é rzedu ©(n?). Pozostawiamy Czytelnikowi znalezienie

ztoliwego przyktadu, wymuszajacego wykonanie takiej liczby operacji — co ciekawe,
poprzednio podany zloliwy przyktad nie ma tej wlasnosci.

Mogtoby sie wydawad, ze poniesliémy porazke — tyle
wysitku, a na koncu i tak algorytm jest kwadratowy.
Mozemy jednak osiggnaé lepsza ztozonosé czasowa, jesli
tylko dostrzezemy mocna strone naszego algorytmu:
ot6z na samym poczatku jest on bardzo szybki. Koszt
pierwszych k krokéw algorytmu to O(k?). Przyjmijmy

k = |\/n]; wéwczas podane kroki wykonujemy

w czasie O(n). Kolejne kroki bytyby bardziej kosztowne,
dlatego zamiast nich zrobimy. .. porzadek. Mozemy
mianowicie wypisaé¢ explicite wszystkie wyrazy ciggu
powstalego po k odwrdceniach, ponumerowaé je kolejno,
wyznaczy¢ od nowa tablice indekséw poszczegdlnych
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elementéw w ciagu (p) i kolejne odwrdcenia wykonywad
juz za pomoca nowego ciagu.

Uporzadkowanie ciggu po y/n odwréceniach zajmuje czas
O(n), taki sam jak symulacja tych v/n odwrécen. W trakcie
calego algorytmu takich wiekszych faz musimy wykonadé
mniej wigcej /1, co daje taczna zlozonosé czasowa O(n+/n).

Na koniec warto dodad, ze cate zadanie mozna rozwiazac
takze w czasie O(nlogn), uzywajac struktur danych
opartych na drzewach zréwnowazonych. Jednak
takie rozwigzanie nie byto nigdy autorowi kacika
do szczesdcia potrzebne.
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