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Rys. 1. Figura sferyczna F) o czterech
réwnych bokach i czterech katach
prostych.

Kwadrat, ktérego nie ma
Piotr KOPACZ™

Przemieszczajac si¢ na ptaszczyznie za pomoca ruchéw ,.do przodu”, ,,do tytu”,
LW lewo” i ,w prawo”, mozemy w szczegdlnosci narysowaé kwadrat. Czy
analogiczna sytuacja rozwazana na zakrzywionej powierzchni zawsze pozwala
na wygenerowanie kwadratu przez zakreslana trajektorie? Rozwazmy sfere,
ktora czesto wykorzystuje sie w globalnym modelowaniu powierzchni Ziemi.

Na poczatek zwréémy uwage na to, iz w plaskiej geometrii euklidesowej
— czyli takiej, jakiej uczymy si¢ w szkole — kwadrat mozemy okresli¢

w szczegbdlnosci réwniez jako

e czworokat foremny;

e prostokat, ktérego wszystkie boki maja rowne dlugosci;

e romb, ktorego wszystkie katy sa przystajace.

Dla kazdego niemal ucznia jest oczywiste, iz kazdy kwadrat ma cztery

boki réwnej dlugosci oraz wszystkie katy wewnetrzne proste. Czy na

sferze znajdziemy figure (sferyczna) majaca takie same cechy? Sprébujmy
poruszaé sie po czterech tzw. kierunkach kardynalnych, tzn. ,na pdéinoc”,
,ha potudnie”, czyli wzdtuz potudnikéw, oraz ,na wschod”, ,na zachdd”,
czyli wzdhuz réwnoleznikow sfery. Zauwazmy, ze na sferze o ustalonym
promieniu wszystkie poludniki maja taka sama dtugo$é¢ rowna potowie
dtugosci réwnika. Z kolei dtugosci réwnoleznikdéw nie sg stale. Najdtuzszy

z nich to réwnik, a gdy zblizamy sie do biegunéw sfery, ich dtugosci
zmniejszaja si¢. Czy, wiedzac powyzsze, mozemy juz narysowaé na sferze
figure spelniajaca nasze wymagania? Za pomoca samych potudnikéw

i réwnoleznikéw mozemy przedstawié (rys. 1) figure sferyczna Fy o czterech
bokach réwnej dtugosci i czterech katach prostych. Wszak kazdy potudnik
przecina kazdy napotkany réwnoleznik pod katem prostym i odwrotnie.

A sama konstrukcja polega¢ moze na tym, ze boki potudnikowe o ustalonej
dtugosci rozsuwamy o tyle, aby diugosé kazdego z nich byta réwna diugosci
bokéw lezacych na réwnoleznikach symetrycznych wzgledem réwnika.

Punkty przeciecia ortogonalnych, czyli wzajemnie

prostopadtych linii siatki stanowia wierzchotki
figur sferycznych o czterech bokach, co mozemy
zaobserwowaé np. w logo Instytutu Matematyki
Uniwersytetu Jagiellonskiego (rys. 2).

Czy otrzymana sferyczng figure F} o czterech bokach
rownej dlugosci i czterech katach prostych mozemy
bezspornie nazwa¢ kwadratem (sferycznym)? Otéz
nie. Zauwazmy, iz boki kwadratu na ptaszczyznie

sg odcinkami linii prostych, a méwiac ogdlniej —
odcinkami linii geodezyjnych. Stanowia one zatem
najkrotsze poltaczenie wierzchotkéw kwadratu na

powierzchni, na ktorej leza — ptaszczyznie. Tymczasem
w rozwazanej przez nas figurze na sferze boki, bedace
tukami réwnoleznikéw, nie sa najkrétszym poltaczeniem
punktéw wierzchotkowych Fy, poniewaz rownolezniki,
bedace okregami maltymi sfery, nie sa sferycznymi
prostymi (geodezyjnymi sfery).

Rys. 2. Siatka poludnikéw i réwnoleznikéw, generujaca czworoboczne
figury sferyczne, widoczna w logo IM UJ.

*Wydzial Nawigacyjny,
Akademia Morska w Gdyni

Tym razem trudno byloby znalezé wierny odpowiednik F} na plaszczyznie,
jako ze oba obiekty pochodza z réznych geometrycznych $wiatéw, w ktorych
rzadza rézne prawa. Jako pltaski ,wzorzec” badz odpowiednik otrzymanej
sferycznej figury F; mozna poniekad rozwazy¢ figure ptaska o jednej parze
przeciwlegltych bokéw prostych i drugiej parze bokéw krzywoliniowych

tej samej dlugosci.
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A zatem w dalszych naszych poszukiwaniach

uwzglednia¢ bedziemy tylko takie figury sferyczne,
ktorych boki sg odcinkami linii prostych. Odcinkami
prostych na sferze sg tuki okregow wielkich, a wiec

w szczegblnosdcei sa nimi wszystkie potudniki,
jak i réwnik bedacy calg prosta (zamknieta,
o skonczonej dlugosci). Para bokéw potudnikowych

figury F; spelnia nasze wczedniejsze wymagania.
Sprébujmy wiee wyprostowadé jej boki réwnoleznikowe.

W efekcie kolejne boki naszego czworokata stanowié
beda odcinki linii geodezyjnych. Warto zauwazy¢,

ze na sferze krétszy tuk okregu wielkiego, taczacego
dwa dowolne punkty o réznej dlugosci geograficznej

i lezace w tej samej potsferze, ,wygina si¢” w kierunku
blizszego bieguna. Na rysunku 3 przedstawiono
przyktadowy przebieg linii geodezyjnych sfery na

@

Rozwigzanie zadania F 811.

Energia potencjalna przy powierzchni

planety E, = 7mv§1/2. 7 zasady

zachowania energii wynika zatem, ze
muv? - m’ug =

5 T 3 + Ep,

gdzie v jest szukang predkoscia

w nieskonczonosci, a vy predkoscia

wystrzelenia pocisku na powierzchni

planety. Stad

v = 2 2 o~ [
v=/v§—vi ~9,5km/s.

plaskiej mapie w konforemnym (czyli zachowujacym
wiernosé¢ katéow) odwzorowaniu Merkatora.

Tak przedstawiang mape bardzo czesto mozemy znalezé, na przyktad,

w urzadzeniach nawigacyjnych oraz wspotczesnym systemie map
elektronicznych, tj. ECDIS (Electronic Chart Display and Information System)
stanowiacym morska aplikacje systemu GIS ( Geographic Information System).
System ten jest uzywany na statkach morskich do planowania i realizacji
podrézy w zegludze miedzynarodowej oraz jest obecnie prawnie dopuszczonym
ekwiwalentem nawigacyjnych map papierowych stosowanych od stuleci do dnia
dzisiejszego. W obrazie tym linia tuku okregu wielkiego po przejsciu przez
rownik zaczyna wyginaé sie w kierunku blizszego bieguna. Mozna powiedzieé,
ze punkt przeciecia obrazu linii prostej z rownikiem sfery na ptaskiej mapie,
wykonanej w odwzorowaniu Merkatora, jest punktem przegiecia ptaskiej
krzywej bedacej obrazem prostej sferycznej. Jako przyktad rozwazmy dwa
punkty A (wyjsciowy) i B (docelowy) na powierzchni Ziemi odlegle o okolo
19800 km, czyli nieco mniej niz wynosi dtugosé ziemskiego potudnika.
Nastepnie przesunmy punkt B po poludniku o 4° szerokosci geograficznej

na poludnie, czyli o okolo 440 km, otrzymujac punkt B’. Polaczmy punkt

A z B (kolorowa linia) oraz A z B’ (czarna linia) najkrétszymi drogami,
czyli za pomoca odcinkéw prostych modelowanej powierzchni, jak to widaé¢
na rysunku 3. Odleglo$¢ BB’ stanowi zaledwie okoto 2,2% odleglosci AB’.
Mimo wzglednie malej réznicy odlegtosci w potozeniu punktéw docelowych
B i B’ przebieg obydwu odcinkéw linii prostych AB i AB’ istotnie si¢ rézni.

Po malej modyfikacji otrzymujemy czworokat sferyczny o czterech réwnych
bokach, ktére sa tym razem odcinkami prostych. Oznaczmy go jako Fs.
Zauwazmy jednak, ze katy wewnetrzne Fb nie sg teraz proste — pary
przeciwlegltych jego bokéw nie przecinajg sie prostopadle jak potudnik

z rownoleznikiem. Katy wewnetrzne F5 zmieniaja sie w zaleznoéci od wielkosci
czworokata, czyli — inaczej méwiac — zaleza od dtugosci jego boku. Na sferze
istnieje zatem czworokat foremny o katach wewnetrznych dowolnie wzietych
z przedziatu (90°, 180°). Mozemy go podzielié na cztery przystajace czworokaty,
ale wowczas nie sa one juz foremne — nie maja wszystkich bokéw i katow
réwnych. W konsekwencji nie nadaja sie one do pomiaru pola na sferze

w ten sposob, jak kwadraty na ptaszczyznie. Widzimy, iz suma miar katow
wewnetrznych czworokata na sferze nie jest stala (na dodatek wieksza niz 360°).

Przy okazji Czytelnik moze zastanowi¢ si¢ nad powstajacymi tu pytaniami.
Czy mozna pokry¢ cala sfere przystajacymi wielokatami foremnymi,

a w szczegdlnosci czworokatami? Jesli tak, to ile wynosi dlugosé boku

i miara kata wewnetrznego takich wielokatow foremnych, a w szczegdlnosci
czworokatow? Szukajac odpowiedzi, na poczatek mozna zaczaé od tréjkatéw.
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Rys. 4. Szescian sferyczny.

Rozwigzanie zadania F 812.
Roéwnania ruchu gwiazd:

gdzie w1, wa sy predkosciami katowymi

miwily = mowals = Fy,

ruchu gwiazd, Fy = Gmima /1? sita

wzajemnego przyciagania, Iy i la

promieniami orbit. Srodek masy znajduje
si¢ w punkcie takim, ze mil; = mals oraz

l1 + l2 = [. Stad otrzymujemy:

oraz

w1 = ws = A/ G(m1 + m2)/13,

/ 13
T =21y | ——.
G(m1 + m2)

I tak, na przyktad, osiem réwnobocznych i réwnokatnych zarazem
tréjkatéw prostokatnych, z ktorych kazdy ma trzy katy proste, a kazdy

bok ma w mierze katowej dlugosé 90°, pokrywa calg sfere. Obrazowo,
sytuacja taka ma miejsce, gdy wezmiemy pod uwage trzy okregi wielkie
lezace we wzajemnie prostopadlych ptaszczyznach. Punkty ich przecigcia
wyznaczaja wierzcholki owych oémiu trojkatéw sferycznych. Czytelnik
Whikliwy zauwazy, ze foremny tréjkat na sferze moze mieé¢ rézng miare
kata wewnetrznego, a same trojkaty nie sg wielokatami o minimalnej liczbie
bokéw, jakie wystepuja na sferze, co takze istotnie rézni sie od sytuacji,

z jaka mamy do czynienia na plaszczyznie.

Rozwazmy teraz sferyczny czworokat foremny F3 o kacie 120°, ktéry przedstawia
rysunek 4. Czy tym razem mozemy nazywac go sferycznym kwadratem? Gdyby
podzieli¢ sfere na sze$¢ takich wlasnie przystajacych obszaréw, to mozna by ja
wéowcezas okreslié mianem sferycznego szescianu badz sferycznej kostki. Kazda
ze $cian zwyklego (euklidesowego) szescianu jest przeciez kwadratem. Zal6zmy,
ze kazda z jego ,$cian” ma inny kolor albo przypisana rézna liczbe oczek, jak
tradycyjna kostka do gry. Taka kostke mogliby$my takze wykorzystaé¢ do gry,
biorac za wyrzucona liczbe oczek wartos¢ z tej jej Sciany, do ktérej nalezy
punkt stycznosci sfery z powierzchnia, na ktérej sie zatrzyma lub jego punkt
antypodyczny (przeciwlegly), ktéry latwiej nam zobaczyé z géry. Jako zadanie
dla Czytelnika pozostawiam znalezienie katowej diugosci ,krawedzi” takiej
kostki, czyli dtugosci boku rozwazanego czworokata.

Nasuwa sie wniosek, iz nie istnieje na sferze czworokat foremny o katach
prostych jak kwadrat na ptaszczyznie. Przypomnijmy — w plaskiej geometrii
euklidesowej ,,bycie czworokatem foremnym” oznacza ,bycie kwadratem”.
Wychodzac poza te geometrie, widzimy, ze takiej réwnowaznosci pojeé

wcale by¢ juz nie musi. Nie mozemy wiec znalezé sferycznego odpowiednika
ptaskiego kwadratu, ktéry mialby doktadnie takie same wlasnosci, poniewaz
nie istnieje on na sferze. Ale czy jest w tym cos ztego? Po prostu jest inaczej.
W zasadzie jest kwestia umowy to, czy mozna uzywacé okreslenia ,kwadrat
sferyczny” dla F3 o kacie wewnetrznym 120°, majac swiadomo$¢ tego, ze
jego cechy sg po prostu nieco inne niz kwadratu na plaszczyznie.

Zauwazmy takze, ze tradycyjnie jako punkt wyjscia w poszukiwaniu
geometrycznych odpowiednikéw przyjmuje sie ptaska geometrie euklidesows.
Poréwnuje sie z nig i tradycyjnymi pojeciami, prawami w niej uformowanymi,
obiekty i prawa innych geometrii, ktérych odpowiedniki nie zawsze istnieja
albo sie istotnie réznia.

7 kolei wychodzac, na przyktad, z geometrii sferycznej i ja traktujac jako
punkt odniesienia, mozna by si¢ zastanowié, jak nazwadé figure dobrze

nam znana jako ptaski kwadrat. O ptaskim euklidesowym kwadracie

jedna z definicji, jaka mozemy spotkaé w literaturze, méwi, iz jest to
czworokat foremny. Czy foremno$é czworokata implikuje miare jego katéw
wewnetrznych (prostych na plaszezyznie) jako jego szczegdlna wlasnosé, czy
tez miara 90° jego katéw jest fundamentalna czescia definicji kwadratu?

I'na koniec mata refleksja. W zwiazku ze zblizajacymi sie mistrzostwami Europy
w pilce noznej ,Furo 2012” zapewne wielu Czytelnikéw zagladaé bedzie na
boiska. Przyjmujac, iz przynajmniej w czedci sg one potozone na zakrzywionej
powierzchni, np. dla uproszczenia wezmy rozwazana przez nas sfere, to tak
naprawde nie sg one wowczas prostokatami. A to juz niemal skandal! Jesli
linie ograniczajace pole boiska nie sa odcinkami prostych, ale przecinaja si¢
pod katem 90° (sytuacja analogiczna jak w F}), to w szczegdlnosci wymiary
boiska (liczone liniowo) nie sa stale. Z kolei jedli linie te sa odcinkami prostych
(sytuacja analogiczna jak w Fy), to w szczegdlnosci katy naroznikéw boiska,
z ktorych wykonuje sie rzuty rozne, nie sg proste. Ciekawe, co na to przepisy,
trenerzy reprezentacji i sami zawodnicy?
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