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Rys. 1

Triangulacja wielokata to podzial
na tréjkaty dokonany przez wybér

niektorych przekatnych w taki

sposéb, zeby zadne dwie z wybranych
nie przecinaly si¢ w punktach innych niz

wierzcholki tego wielokata.
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Japonska geometria swigtynna
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Potaczenie matematyki z religia moze wydawac sie nam, Europejczykom,

dos¢ zaskakujace. W Japonii jednak przez bardzo dtugi czas nie byto niczym
niezwyklym. Zjawisko to zostato zapoczatkowane w XVII wieku, kiedy wladcy
tego kraju podjeli decyzje o zamknieciu portéw i odcieciu Japonii od reszty
Swiata, szczegdlnie od Europy Zachodniej, a trwato do XIX wieku. W tym
czasie w Kraju Kwitnacej Widni nastapil znaczny rozwdj kultury, sztuki i nauki
— takze matematyki. Do dzi§ zachowalo si¢ wiele eksponatéw pochodzacych

ze $wiatyn Shinto, obowiazujacej woéwczas religii. Sa to drewniane tabliczki

z kolorowymi rysunkami, przedstawiajacymi ulozone na rézne sposoby figury
geometryczne. Szczegolnie wiele jest tam okregéw stycznych do réznych figur,
czesto do innych okregéow. Te obrazki to sangaku — w dostownym tlumaczeniu
,matematyczne tabliczki”.

Sangaku to w istocie zadania z geometrii euklidesowej. Czesé z nich nie ma
nawet polecenia — odgadniecie go jest czedcia zagadki. Inne jednak opisano

w Kanbun, czyli piSmie uzywajacym ideograméw chinskich, a czytanym po
japonsku. Kanbun mial podobng range jak tacina na Zachodzie, byl jezykiem
ludzi majacych wyzsze wyksztalcenie. Stad wniosek, ze tworzyli i rozwiazywali
te sangaku glownie obywatele z klasy samurajéw. Cele tworzenia sangaku byty
dwojakie: wysilek wlozony w rozwiazanie ofiarowywano opiekunczym duchom,
a wiszaca w $wiatyni tabliczka stawala sie wyzwaniem dla innych.

Prawdopodobnie najbardziej znanym na Zachodzie sangaku pozostaje tzw.
japonskie twierdzenie o wielokacie wpisanym w okrag, wystepujace nawet pod
nazwa ,sangaku” w Kgciku olimpijskim (zob. [1]).

Sangaku 1. Suma promieni okregow wpisanych we wszystkie trojkaty pewnej
triangulacyi wielokgta wpisanego w okrag jest stala dla danego wielokgta
i niezalezna od triangulacyi (rys. 1).

Dowéd tego twierdzenia takze znajduje sie w Kqciku olimpijskim, nie bede go
wiec tu przytaczac.

Jedno sangaku pojawilo sie nawet na Asian Pacific Mathematics Olympiad w 1996 r.
Znane jest ono jako japonskie twierdzenie o czworokacie wpisanym w okrag.

Sangaku 2. Czworokqgt ABCD jest wpisany w okrgg. Wowczas $rodki
M, N, P, Q okregow wpisanych odpowiednio w tréjkgty DAB, ABC, BCD, CDA
tworzq prostokat (rys. 2).

Przy dowodzie tego twierdzenia najpierw wykazujemy, ze na czwérkach punktéw
ztozonych z dwoéch srodkéw okregéw wpisanych i dwoch odpowiednio do nich
dobranych wierzchotkéw czworokata (np. na czwérce M, N, A, B) mozna
opisaé okrag. Nastepnie bierzemy dwa takie okregi (np. opisane na punktach

A, B, N, M oraz D, A, M, Q) i wykazujemy, ze odpowiedni kat (w naszym
przyktadzie kat NM@Q) jest katem prostym. Calo$¢é dowodu to proste rachunki
na katach w okregu, ktére pozostawiam Czytelnikowi do sprawdzenia.

Aby ukazaé specyfike zadan sangaku, przedstawie tu rozwigzanie jednego z nich
w catosci.

Sangaku 3. Dane sq dwa trojkqty rownoboczne wpisane w kwadrat oraz dwa
okregi wpisane w wybrane z powstalych trojkgtow, jak pokazuje rysunek 3. Nalezy
znaleZé zaleznosé miedzy promieniami tych okregow.

Przyjmijmy oznaczenia wierzchotkéw i punktow przeciecia odcinkéw jak na
rysunku 4. Wezmy ponadto punkty H, V', U i GG, bedace rzutami prostokatnymi,
odpowiednio, punktu P na BC, M na BC i AD oraz ) na DC, i oznaczmy
znane katy. Bez straty ogdélnosci mozemy przyjaé, ze dlugoséci bokéw kwadratu
sg réwne 2, czyli AB = BC =CD = AD = BM = CM = 2. Wtedy wysoko$¢
MV tréjkata réwnobocznego M BC' ma dhugoéé /3, a zatem MU = 2 — /3.
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Rys. 5

Rys. 6

d(w1,ws) to dlugo$é odcinka migdzy
punktami stycznosci okregéw wi i wa do
ich wspélnej zewnetrznej stycznej.
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Z podobienstwa tréjkatéw DAN oraz DUM mamy AN = 2(2 — /3), stad
BN = BL =2(/3—1).

Obliczymy teraz dtugosci promieni zaznaczonych okregéw. Bedziemy korzystaé
ze Wzoru r = %, gdzie S, L i r to odpowiednio pole tréjkata, jego obwdd

i promien okregu wpisanego. Aby uproscié¢ te obliczenia, wykonamy je dla
okregéw wpisanych w trojkaty podobne do BPL oraz QCD. Rozwazmy tréjkaty
B'P'L' oraz Q'C’'D’, takie ze B'H’ oraz wysoko$¢ QQ'G’ maja dtugosé 1, jak na
rysunku 5. Wtedy promien ' okregu wpisanego w tréjkat B’ P'L’ ma dtugosé

, V3 (1+V3) 1+3

B+V3+V6) 1+vV2+3
Promien r; okregu wpisanego w tréjkat BPL ma si¢ do r’ tak, jak BL do B'L/,
a poniewaz

BL _2(3-1) __
B/L/_ 1+\/§ _2(2 \/5)7

wiec
1 V2+VE

2
Ty = .
ST 4 BV +2

Po wykonaniu kilku przeksztalcen dochodzimy do wniosku, ze 1 = 2rs.

Analogicznie obliczamy

Jest to jedno z bardziej typowych sangaku. Jak widaé, rozwiazanie zawiera pare
pomystow i raczej zmudne obliczenia, ale nie korzysta z wyszukanych metod
i nie wymaga niczego wiecej niz podstawowa wiedza z zakresu planimetrii.

W Delcie 9/2011 w dziale Stowarzyszenia na rzecz Edukacji Matematycznej
mozna przeczytaé¢ o twierdzeniu Caseya. Przypomne w tym miejscu jego
uproszczong wersje, gdyz postuzy nam ona do rozwigzania nastepnego sangaku.

Twierdzenie Caseya. Jesli okregi wa, wp, we, wp sq¢ styczne do okregu w
w punktach A, B, C'i D (wszystkie wewnetrznie lub wszystkie zewnetrznie) oraz
czworokgt ABC'D wpisany w okrgg w jest wypukly, to spelniona jest réuwnosé:

d(wA,wc) -d(wB,wD) = d(wA,wB) . d(wc,wp) + d(wB,wc) . d(wA,wD).

Sangaku 4. Wewngtrz kwadratu o boku dlugosci a znajduje sie okrgg w. Okrqgg
ten nie ma punktow wspolnych z brzegiem kwadratu. Cztery okregi w1, wa, W3, wy
o réznych promieniach sqg styczne do okregu w oraz kazdy z nich jest styczny do
dwéch bokéw kwadratu (rys. 6). Wyznacz dlugosé boku kwadratu w zaleznosci od
promieni okregow wi, we, W3, Wy.
Zadanie to najlatwiej rozwiazaé, zapisujac rowno$é¢ wynikajaca z twierdzenia
Caseya. Dlugoéci interesujacych nas odcinkéw mozna wyznaczy¢, uzywajac
twierdzenia Pitagorasa i odejmujac dtugosci odpowiednich promieni od dlugosci
boku kwadratu. W ten sposob otrzymujemy réwnanie
(a—ri—mro)la—r3—r4)+(a—ry—r3)la—1r1 —14) =

=2 - (a—r —13)2 = (r3 —1r1)2- /2 (a— 1y —14)% — (15 — 14)2.
Teraz wyprowadzenie wzoru na a pozostaje jedynie kwestia sprawnosci
rachunkowej.

Na koniec sangaku do$é nietypowe, bowiem niezawierajace ani jednego okregu.
Czytelnik Wnikliwy z pewnoscig zechce je rozwiaza¢ w ramach rozwijania
znajomosci z japonskimi zadaniami geometrycznymi.

Sangaku 5. Dane sq cztery kwadraty AESX, BHKE, CYIH, KINS,
ulozone jak na rysunku 7. Jaka jest zaleznosé miedzy polami kwadratow BHKE
oraz KINS, jesli punkty A, B i C' sq wspdtliniowe?

Podpowiedz: mozna wpisa¢ kwadraty, do ktérych naleza wierzchotki A, B, C,
w kwadraty o podstawach zawierajacych sie w prostej AB.
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