Jak znalez¢ second main? Jakub RADOSZEWSKI

min := A[l];
for i := 2 to n do
if Afi] < min then
min := Alil;
return min;
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Rys. 1. Graf poréwnan odpowiadajacy
tablicy A[1..7] po wykonaniu poréwnar:
All] z A[2], A[1] z A[4], A[3] z A[5],
A[3] z A[6] i A[5] z A[7].

Innym ciekawym uogélnieniem
poczatkowego problemu bytoby
wyznaczanie jednocze$nie minimum

i maksimum w tablicy. Okazuje sig,

ze potrzeba i wystarczy do tego

[3n/2] — 2 poréwnan. Jak mégltby
wygladaé algorytm wykonujacy taka liczbe
poréwnan? I dlaczego nie da si¢ lepiej?
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Rys. 2. Turniej zwigzany z tablica A[1..7].
Zwyciezca (czyli minimum) jest A[3].
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Do wyznaczenia second min nie zawsze
potrzeba n + [log, n] — 2 poréwnan —

a to dlatego, ze algorytm moze mieé
szczesScie. Czasem moze wystarczyd

n — 1 poréwnan — na przyklad wtedy,
gdy przy wyznaczaniu min za pomoca
pierwszego opisanego algorytmu okaze
sie, ze A[1] jest minimum z elementéw
A[l], ..., A[n — 1], po czym A[l]
przegra w ostatnim poréwnaniu

z elementem A[n]. Wtedy od razu wiemy,
ze A[1] jest elementem second min.

Jest to jednak wyjatkowo optymistyczny
wariant; gdyby okazato si¢ chociazby,

ze A[l] < Aln], to po tym poréwnaniu

o second min nie wiedzielibyémy nic.

Jednym z pierwszych zadan, z jakimi musi zmierzy¢ si¢ kazdy uczacy sie
algorytméw lub programowania, jest znajdowanie minimum w tablicy (ciagu
liczb). Oznaczmy taka tablice przez A[l..n]. Poszukiwanie zaczynamy,

naturalnie, od elementu A[1], ktéry staje sie kandydatem na minimum.

Jedli teraz A[1] < A[2], to A[1] pozostaje kandydatem na minimum,

a jesli, przeciwnie, A[1] > A[2], to kandydatem na minimum staje sie A[2].

Latwo zobaczy¢, co bedzie dalej: kazdy kolejny element tablicy, A[i], poréwnujemy
z obecnym kandydatem na minimum i aktualizujemy tegoz kandydata, jesli Al]
okazal si¢ od niego mniejszy (patrz pseudokod na marginesie).

Latwo oszacowad, ile operacji wykonujemy w tym algorytmie: mamy doktadnie
n — 1 poréwnan oraz co najwyzej n przypisan. Co prawda, powyzszy algorytm
jest naprawde prosty, ale zawsze mozna dla pewnosci spytacé: czy daloby sie
lepiej? Na przyklad, czy mozna znalez¢ minimum w tablicy, wykonujac mniej
niz n — 1 poréwnan?

Intuicyjnie widaé, ze nie, czyli ze trzeba wykonaé¢ co najmniej n — 1 poréwnan.
Te intuicje mozna takze wesprzeé¢ formalnym uzasadnieniem. Ustalmy pewien
algorytm wyznaczajacy minimum w tablicy A[l..n]. Dla danego przebiegu
(wykonania) tego algorytmu mozemy skonstruowaé graf poréwnari, ktérego
wierzchotki 1,2, ..., n reprezentuja numery elementéw w tablicy, a krawedz
taczy dwa wierzcholki wtedy, gdy odpowiadajace im elementy zostaly poréwnane
w tym przebiegu algorytmu (patrz rys. 1). Wystarczy teraz zauwazy¢, ze

jesli na koncu takiego przebiegu graf poréwnan nie jest spdjny, to rozwazany
algorytm nie moze by¢ poprawny: bez dodatkowych poréwnan nie jesteSmy

w stanie stwierdzi¢, w ktérej spéjnej sktadowej faktyczne minimum sie znajduje.
Poniewaz graf spéjny o n wierzchotkach musi mie¢ co najmniej n — 1 krawedzi,
wiec rzeczywiscie potrzebnych jest n — 1 poréwnan.

Skoro wiemy juz wszystko o wyznaczaniu minimum, to moze teraz zastanowimy
sie, jak efektywnie znalez¢ drugi co do wielko$ci element tablicy? Bedzie to
wladnie tytutowe second min.

Najprosciej wykorzysta¢ poprzedni algorytm: znajdujemy minimum,
usuwamy je z tablicy (np. odpowiednio je oznaczajac), po czym znajdujemy
minimum wéréd pozostalych elementéw tablicy. W ten sposéb wykonujemy
n—1+n—2=2n — 3 poréwnania. Mozna to jednak zrobi¢ lepiej, jesli tylko
wykorzystamy inny algorytm wyszukiwania minimum.

Pokazemy, jak znalezé¢ second min za pomoca n + [logy n| — 2 poréwnan.
Zaczynamy od zbudowania turnieju, czyli drabinki meczéw” miedzy elementami
tablicy A: w kazdym ,meczu” mniejszy element wygrywa i w ten sposéb
wylaniany jest zwyciezca, czyli minimum. Gdyby n bylto potega dwéjki, 6w
turniej moglibyémy reprezentowac jako pelne drzewo binarne; w ogdlnym
przypadku na ostatnim poziomie drzewa moga wystepowaé luki (patrz rys. 2).

Widzimy, ze za pomoca turnieju znéw udaje nam sie wyznaczy¢ minimum w tablicy
za pomoca n — 1 poréwnan (meczéw). Rzeczywiscie, po kazdym poréwnaniu jeden
element odpada z turnieju. A gdzie w drabince turniejowej znajduje sie¢ element
second min? Ot6z moégt on przegra¢ w turnieju jedynie z elementem min — no bo
z nikim innym. Na kazdym poziomie drabinki jest co najwyzej jeden element,
ktory przegral z minimum, czyli tacznie mamy co najwyzej [log, n] kandydatéw
na second min. Przykladowo, w turnieju z rysunku 2 kandydatami na second min
sa A[4], A[1] 1 A[6]. Wystarczy zatem wybra¢ minimum sposréd tych wlasnie
elementéw, do czego, jak wiemy, potrzeba juz tylko [log, n] — 1 poréwnan. Lacznie
wykonaliSmy n + [logy n] — 2 poréwnan, czyli tyle, ile chcieliémy.

Naturalnie nasuwa sie pytanie, czy da sie lepiej, tzn. czy aby na pewno przy
wyznaczaniu second min trzeba wykonaé n + [logy n] — 2 poréwnan. W zwiazku
z uwaga na marginesie warto tu zadaé¢ bardziej precyzyjne pytanie: czy kazdy
algorytm znajdujacy second min wykonuje w pesymistycznym przypadku co najmniej
n + [logy n] — 2 poréwnan? Innymi stowy, czy kazdemu takiemu algorytmowi

16



1111111 A[3] < A[5]
1121011  Af6] < A[7]
1121020  A)2] < A4]
1220020 A[2] < A[35]
1220020 Af6] < Al]
0220030 A[3] < A2
0040030 A[5] < A[4]
0040030 A[3] < Al6]
0070000

Rys. 3. Przyktadowa rozgrywka

w 7-elementowej ,grze w minimum?”:

w lewej kolumnie sg liczniki {[1..7],

a w prawej poréwnywane elementy
(pytania pierwszego gracza) i wyniki
poréwnan (odpowiedzi drugiego gracza).
Minimum okazal si¢ element A[3]. Wzial
on udzial w trzech poréwnaniach.

Intuicyjne znaczenie licznikéw [[7] jest
takie: gdybysmy za kazdym razem
poréwnywali tylko liczby bedace
kandydatami na minimum, to wartosé
1[i] oznaczataby liczbe elementéw,

o ktérych wiemy, ze sg wigksze od
danego kandydata.

Polecamy takze artykut

Marcina Peczarskiego ,,Sortowanie

z minimalng liczba poréwnan” z Delty
11/2004.

mozemy tak zlosliwie dobra¢ dane wejsciowe, zeby musial wykonaé podana
liczbe poréwnan? OdpowiedZ na to pytanie jest twierdzaca, co sprébujemy
uzasadnié. Odtad zalozymy dla uproszczenia, ze wszystkie elementy w tablicy A
sg rozne; ponizsze rozumowanie mozna lekko zmodyfikowaé tak, aby dziatato
takze w przypadku powtarzajacych sie elementow w A.

Przede wszystkim musimy wyjasni¢ jedna rzecz: kazdy algorytm wyznaczajacy
second min musi przy okazji znalez¢ element min, tzn. na koncu jego dzialania
musi by¢ jednoznacznie wyznaczone, ktéry element tablicy jest minimalny.
Faktycznie, gdyby na koncu algorytmu wcigz byli dwaj kandydaci na minimum
(czyli mniejsi od wszystkich elementéw, z ktérymi byli poréwnywani), to ktérys
z nich méglby réwnie dobrze by¢ elementem second min.

Aby dokonczyé rozumowanie, musimy pokazaé¢ pewna kluczowsa i troche
nieintuicyjna wlasnoéé. Otéz w kazdym algorytmie wyznaczajacym minimum

w tablicy (a wiec takze w kazdym wyznaczajacym second min) element min jest
poréwnywany w pesymistycznym przypadku co najmniej [log, n] razy.

Zanim to pokazemy, zastanéwmy sie, co nam to da. Przyjrzyjmy sie grafowi
poréwnan algorytmu wyznaczajacego second min. Wiemy — a doktadniej, bedziemy
wiedzieli, jak udowodnimy — ze w pesymistycznym przypadku z elementu min
wychodzi w tym grafie co najmniej [log, n] krawedzi. Usufimy z grafu element
min; reszta musi pozosta¢ spdjna, gdyz w przeciwnym przypadku mieliby$Smy

w niej wiecej niz jednego kandydata na second min. Stad, reszta grafu musi
zawieraé co najmniej n — 2 krawedzie, czyli tacznie musi byé co najmniej tyle
krawedzi, ile nalezato pokazaé.

Pozostal nam juz tylko dowdd tajemniczej wlasnosci wszystkich algorytmow
wyznaczajacych minimum. Teraz cala sytuacje przedstawimy jako gre. ..

Mamy dwoje graczy. Pierwszy gracz bedzie symulowal dzialanie algorytmu
wyszukujacego minimum, czyli bedzie zadawal pytania postaci: ,,Czy

Ali] < A[j]?”. Zawartosé tablicy A nie jest jednak znana a priori. Drugi gracz
odpowiada na pytania pierwszego, przy czym jego odpowiedzi nie moga nigdy
by¢ sprzeczne — to znaczy, ze po kazdej sekwencji jego odpowiedzi musi istnieé
zawarto$é tablicy A[l..n] zgodna ze wszystkimi odpowiedziami, jakich udzielil.
Celem pierwszego gracza jest wyznaczy¢ minimum w tablicy, wykonujac mniej
niz [log, n] poréwnan dotyczacych min, a celem drugiego — spowodowaé, zeby
pierwszy gracz musial zadaé co najmniej [log, n] pytan dotyczacych min.

Podamy teraz strategiec wygrywajaca dla drugiego gracza. Z kazdym elementem
tablicy A[i] zwiazemy licznik [[i]; poczatkowo wszystkie liczniki sa ustawione na 1.
Bedziemy dbali o to, aby wszystkie liczniki byly zawsze nieujemne i catkowite
oraz aby ich suma byta réwna n. Bedziemy tez utrzymywaé niezmiennik,

ze wszystkie dodatnie liczniki odpowiadaja kandydatom na minimum, czyli
elementom, ktére w zadnym poréwnaniu nie okazaly sie wieksze.

Metoda odpowiadania na pytania jest nastepujaca: jeéli pierwszy gracz chce
poréwnaé elementy A[i] i A[j], to odpowiadamy, ze mniejszy jest ten element,
ktoéry ma nie mniejszy licznik. Wowczas licznik mniejszego elementu zwiekszamy
o warto$¢ licznika wiekszego elementu, a drugi z tych licznikéw zerujemy (patrz
przyktad na rysunku 3). Jedli tylko przed wykonaniem zapytania co najmniej jeden
z licznik6w [[i], {[j] byl niezerowy, to postepujac zgodnie z ta metoda, na pewno
nigdy nie udzielimy odpowiedzi sprzecznej z poprzednimi, gdyz poréwnanie wygra
kandydat na minimum. A jezeli oba liczniki byly zerowe, to musimy po prostu
odpowiedzie¢ tak, zeby nie sktamag: jesli na podstawie dotychczasowych odpowiedzi
mozna wywnioskowaé, ktory z elementéw A[i], A[j] jest mniejszy, to odpowiadamy
zgodnie z prawda, a jesli nie, to odpowiadamy jakkolwiek.

FLatwo sprawdzié¢, ze podana metoda spelnia wszystkie zadane niezmienniki.

Na koncu gry element minimalny musi mieé¢ licznik réwny n, a pozostate liczniki
musza by¢ zerowe. A poniewaz po kazdym pytaniu licznik elementu minimalnego
moze sie co najwyzej podwoi¢, wiec tacznie wykonaliSmy na tym liczniku

co najmniej [log, n] operacji. To koficzy dowdd!
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