Informatyczny kacik olimpijski (51): Nurkowanie

Tym razem zajmiemy si¢ zadaniem Nurkowanie z Obozu Naukowo-Treningowego
im. Antoniego Kreczmara w 2007 roku.

Zadanie brzmi tak. Grupa n nurkéw musi przedostaé sie przez podwodnag,
szczeline. Niestety, maja oni przy sobie tylko jedna wodoodporna latarke.
Szczelina jest waska, wigc jednoczesnie moga nig ptynaé co najwyzej dwie
osoby. Nurkowie postanowili powtarzaé¢ nastepujacy schemat, dopoki bedzie to
konieczne: dwoch nurkéw przeptynie przez szczeling, a nastepnie jeden z nich

wrdéci, aby kolejni nurkowie mogli skorzystaé¢ z latarki. Kazdy z nurkéw ma

swoja maksymalna predko$é — jesli dwoch nurkéw plynie jednoczesnie, ptyna

z predkodcia wolniejszego z nich. Ile minimalnie czasu zajmie im przeprawa przez
szczeline, jesli m par sposéréd nich nie lubi sie wzajemnie i nie moze ptynaé razem?

Zaltézmy dla uproszczenia, ze nurkowie sg ponumerowani od
1 do n tak, ze czasy, jakie potrzebuja oni na przeptyniecie
szczeliny, spelniaja warunek ¢1 < t2 < ... < t,. Sytuacje
dana w zadaniu opiszemy jako graf GG, ktérego wierzchotki
{1,2,...,n} odpowiadaja nurkom. Nurkowie i i j sa
potaczeni w G krawedzig wtedy i tylko wtedy, gdy sie lubia.

Zastanéwmy sie najpierw, kiedy problem nie ma
rozwigzania. Kazdy kolejny krok schematu jest
réwnowazny wybraniu dwoch wierzchotkéw potaczonych
krawedzia w G, a nastepnie usunigciu z G jednego z nich,
odpowiadajacego nurkowi, ktory zostal po drugiej stronie
szczeliny 1 juz nigdy stamtad nie wréci. Jesli wiec G

na poczatku nie jest spojny, to na pewno przeprawa jest
niewykonalna: po wykonaniu kursu liczba sktadowych
nie maleje, wiec gdy juz nie bedzie mozna wykonacé
zadnego kursu, pozostanie grupa co najmniej dwoch
nurkéw, z ktérych kazdych dwoch sie nie lubi.

Zatézmy wiec, ze G jest spojny. Okazuje sie, ze wtedy
rozwigzanie istnieje i kazdy mozliwy scenariusz przeprawy
mozemy skutecznie modelowac¢ za pomocg drzewa
ukorzenionego T'. Ustanowimy nurka r, ktéry uczestniczy
w ostatniej turze przeprawy, korzeniem naszego drzewa.
Jedli natomiast ¢ i j plyna razem, po czym i wraca, to

J zostanie synem ¢ w T'. Jest jasne, ze wykonywanie
scenariusza przeprawy odpowiada ucinaniu lisci naszego
drzewa. Podobnie, majac dowolne ukorzenione drzewo
rozpinajace G, jesteSmy w stanie na jego podstawie
skonstruowac scenariusz przeprawy — wystarczy w dowolnej
kolejnoéci ucinacé liscie. Przypiszmy krawedziom drzewa T’
koszty czasowe odpowiadajace kolejnym krokom. Jesli

i jest ojcem j w T, to krawedZ miedzy nimi ma koszt
max(t;,t;) + t;, ktéry, niestety, zalezy nie tylko od wyboru
nurkéw, ale takze od skierowania krawedzi miedzy nimi.
Kosztem T niech bedzie suma kosztow jego krawedzi
pomniejszona o czas t, potrzebny ostatniemu nurkowi na
przeprawe (r nie musi wraca¢ podczas ostatniego kroku).

Okazuje sie, ze przy tak ustalonych wagach da sie¢ uproscié¢
problem, aby moéc zapomnie¢ o skierowaniu krawedzi

i wyr6znionym korzeniu. Obliczmy koszt drzewa T

((4,7) oznacza krawedz skierowang od ojca i do syna j):
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Druga suma jest stata, wiec koszt zalezy tylko od
pierwszego cztonu wyrazenia! Wystarczy wiec znalezé
minimalne drzewo rozpinajace grafu G, w ktérym
krawedz (i, j) ma przypisany koszt max(t;,t;) + t; + t;.

Poniewaz na wejsciu mamy dane explicite dopelnienie
grafu G, mozemy rozwiazaé¢ zadanie w czasie O(n?),
uruchamiajac np. algorytm Prima. Aby rozwiazaé
zadanie szybciej, zastosujemy podejécie podobne jak

w algorytmie Boruvki. Przypomnijmy, ze w algorytmie
tym utrzymujemy las rozpinajacy G i wykonujemy
O(logn) faz; w kazdej fazie dziatania dodajemy

do konstruowanego rozwiazania najtansza krawedz
wychodzaca z kazdej dotychczasowe]j sktadowej lasu
(rozstrzygajac remisy w dowolny uporzadkowany sposéb).

Pokazemy, jak zrealizowaé¢ jedna faze algorytmu
Bortvki. Oznaczmy przez Z; zbiér nurkéw, ktérych

nie lubi nurek ¢. Niech A = {a1,a2,...,ax} bedzie
zbiorem nurkéw dowolnej sktadowej dotychczasowego
rozwigzania (na poczatku kazdy nurek stanowi osobna
sktadowa). Niech (¢, d) bedzie szukang najtansza
krawedzig wychodzaca z A (c € A, d € A). Jesli

|[AU Z4,| < n, to niech b bedzie nurkiem o najmniejszym
numerze nienalezagcym do A U Z,,; krawedz (a1, b) jest
wtedy najtansza krawedzig wychodzacg od nurka a;

i kandydatem na najtansza krawedz z A. Warto$¢ b
mozemy znalezé w czasie O(|A| + |Za,|) przy zalozeniu,
ze zbiory reprezentujemy jako uporzadkowane listy.

Pokazemy, jak to jeszcze usprawnié. Niech

Yiz(ézaj)\A.

Jesli ¢ > 1 i krawedz (a;,b) jest najtansza krawedzia

wychodzaca z A, to b € Yi—1 \ Za,, w przeciwnym

razie b € Z,,; dla pewnego j < 1, a krawedz (a;, b)

bytaby tansza. Wobec tego zaréwno sprawdzenie

kazdego sensownego kandydata b dla nurka a;,

jak i obliczenie zbioru Y; wykonujemy w czasie

O([Yi-1| + [Za;]) = O(|Za; 1| + | Za;]). Sumujac koszty

dla kazdego wierzchotka sktadowej i dla kazdej sktadowej,

otrzymujemy sumaryczny koszt jednej fazy algorytmu:
k(A)

ZO(|A| + Z |Za'i|> =O(n+m).
A i=1

Ztozonos¢ czasowa calego rozwigzania wynosi zatem

O((n + m)logn).
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