Wspanialym i przystepnym zrédlem
informacji o liczbach pierwszych jest
ksigzeczka Wactawa Sierpiniskiego

Co wiemy i czego nie wiemy o liczbach
pterwszych, PZWS 1961, ktéra mozna
znalez¢é w wielu bibliotekach publicznych.

Wiegcej o rozkladzie na czynniki pierwsze
mozna przeczytaé¢ na stronie 12.
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O liczbach pierwszych oddzielonych
réwnymi odstepami — czyli o ciagach
arytmetycznych ztozonych z liczb
pierwszych — piszemy na stronie 8.
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Ztozony problem liczb pierwszych

Co to jest liczba pierwsza? Najkrétsza definicja méwi, ze to taka liczba naturalna,
ktora ma doktadnie dwa dzielniki. Kazda liczba naturalna ma przynajmniej dwa
dzielniki: 1 i sama siebie. Wyjatkiem jest jedynka, dla ktérej te dwa dzielniki
okazuja sie tym samym. Nie chcemy tez rozpatrywaé¢ w tym kontekscie zera
(pomijajac dyskusyjna kwestie, czy nalezy ono do zbioru liczb naturalnych). Wobec
tego mozna powiedzieéd, ze liczby pierwsze to takie, ktére oprocz dwoch oczywistych
dzielnikéw nie maja zadnych nieoczywistych — nie rozkladaja sie na iloczyn liczb
wiekszych od 1 i mniejszych od nich samych. Pozostale liczby naturalne (oprécz
jedynki, ktéra tworzy swoja wlasna klase) nazywamy liczbami zlozonymi, poniewaz
mozna je rozlozy¢ na iloczyn mniejszych czynnikéw. Te czynniki nie musza by¢
rézne — na przyklad najmniejsza liczba ztozona to 4 = 2 - 2 = 22. Natomiast ciekawa
rzecza jest to, ze zestaw liczb pierwszych, ktérych iloczyn jest dana liczba, istnieje
tylko jeden — takie rozklady moga si¢ rézni¢ tylko kolejnoscia czynnikéw.

Liczby pierwsze sa w pewnym sensie ciekawsze niz liczby ztozone. Po pierwsze,
wystepuja rzadziej. Po drugie, bardzo trudno przewidzie¢ ich wystapienia —
moze by¢ tak, ze dwie kolejne liczby pierwsze sa oddzielone tylko przez jedna
liczbe zlozona, a moze by¢ tak, ze miedzy nimi jest bardzo duza przerwa.

Pary liczb pierwszych oddzielonych tylko jedna liczba zlozona to liczby pierwsze
bliZzniacze. Nie wiadomo, jak duzo ich jest — znamy wiele przyktadéw, takze
wsrod duzych liczb, ale nikt dotad nie udowodnit, ze jest ich nieskonczenie
wiele. Jak zwykle w takich przypadkach, trwaja poszukiwania coraz wiekszych
takich par. Najwigksza znana obecnie para liczb blizniaczych, znaleziona

w 2009 roku, to

65516468355 - 2333333 1§ 65516468355 - 2333333 4 1,

A czy istnieja trojki liczb pierwszych, takie ze pierwsza jest oddzielona

od drugiej przez jedna liczbe zlozona i druga od trzeciej tak samo? Czytelnik
Spostrzegawczy wymieni od razu liczby 3, 5 i 7. Okazuje sie jednak, ze jest to
jedyny przyklad ,trojaczkéw”. Zeby sie o tym przekonaé, wystarczy zauwazyc,
ze liczby p, p+ 2 i p+ 4 daja rézne reszty z dzielenia przez 3. Poniewaz mamy
tylko trzy mozliwe reszty do dyspozycji, to jedna z nich musi by¢ zerem, czyli
jedna z liczb p, p+ 2, p + 4 jest podzielna przez 3. Wobec tego, jesli zadamy,
zeby te liczby byly pierwsze, to wsrdd nich musi wystapi¢ 3. To oznacza, ze
nie ma innych mozliwoéci poza uktadem 3, 51 7.

Nie umiemy na razie rozstrzygnac, ile jest par liczb pierwszych lezacych mozliwie
blisko, ale wiadomo, ze przerwy miedzy kolejnymi liczbami pierwszymi moga by¢
dowolnie dlugie. Zeby sie o tym przekonaé, wystarczy poda¢ metode konstrukeji
ciagu n kolejnych liczb ztozonych dla n bedacego dowolna liczba naturalna.

A ten ciag wyglada tak:

m+IN+2, (n+1)!+3, (n+1)!+4, ..., (n+D!+n+1
— kolejne liczby dziela si¢ przez 2,3,4,...,n+ 1.
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Zatem C > D.



Wreszcie, liczby pierwsze maja zastosowanie praktyczne. Na nich opieraja sie
algorytmy szyfrujace, uzywane obecnie do zabezpieczania naprawde waznych
rzeczy. Taki jest algorytm RSA, ktéry jest przyktadem szyfru z kluczem
publicznym: powszechnie dostepne sa dane pozwalajace zaszyfrowaé wiadomosé,
ale odszyfrowaé ja mozna tylko znajac druga, prywatna czesé klucza. Zeby
stworzy¢ taka pare zlozong z klucza publicznego i prywatnego, trzeba zacza¢ od
dwdéch odpowiednio duzych liczb pierwszych p i g. Bierzemy ich iloczyn n = p - q.
Liczba n wraz z innymi informacjami stanowi klucz publiczny. Natomiast liczby
p i q zostaja utajnione — beda czescia klucza prywatnego, bez nich nie uda sie
odczytaé zaszyfrowanej wiadomosci. Okazuje sie, iz bezpieczenstwo tego szyfru
wynika z faktu, ze rozkladanie liczb na czynniki pierwsze ogdlnie jest trudnym
problemem. Doktadniej, jesli znamy p i ¢, to latwo obliczamy ich iloczyn n, ale jesli
znamy tylko n, to mozemy mieé problem z odtworzeniem wartosci p i q. Oczywiscie,
nie w takich przypadkach, gdy liczby sa niezbyt wielkie, jak na przyktad n = 1517.
Tutaj komputer w utamku sekundy, a Czytelnik w kilka minut sprawdzi, ze p = 37
ig=41. Ale jedli liczby p i ¢ maja ponad 200 cyfr dtugosci. ..

Trzeba jednak wziaé¢ pod uwage ciagly rozwoj algorytmow i sprzetu komputerowego.
Te problemy obliczeniowe, ktérych obecne komputery nie rozwiaza w sensownym
czasie, za kilka lat moga okazac sie tatwiejsze — by¢ moze powstanie nowy
algorytm rozwiazujacy problem istotnie szybciej, a by¢ moze nowe parametry
komputeréow wystarcza do wykonania pewnych obliczen. Wobec tego ciagle
potrzebne sa nowe liczby pierwsze, za kazdym razem troche wieksze niz wczesniej.
Chcielibysmy wiec wiedzieé, jak szukaé liczb pierwszych i jak sprawdzi¢, czy dana
liczba jest pierwsza. Algorytmy uzywane obecnie do znajdowania liczb pierwszych
i testowania pierwszoéci to temat na inna, dluzsza opowies¢. Sprobujemy wiec

O najstarszej metodzie poszukiwania liczb pI‘ZyjI‘ZQé Sl@ temu, Jak dawniej szukano liczb pierwszych.

pierwszych — sicie Eratostenesa — piszemy B . ; . X . . . 3 . .
na stronie 10. Przypomnijmy najpierw dowdd, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

Zalézmy przeciwnie, ze jest ich skoficzenie wiele, a dokladnie k, i ponumerujmy
A je: p1,D2,P3, ..., Pk Popatrzmy teraz na iloczyn tych liczb i dodajmy do niego
jedynke: g =p1 - pa-p3 - ... pr + 1. Czy liczba ¢ jest pierwsza, czy zlozona?

Okazuje sig, ze zadna z tych mozliwosci nie moze mie¢ miejsca: ¢ nie jest pierwsza,
bo jest rézna od kazdej z liczb p;, nie jest tez zlozona, bo nie dzieli sie przez zadna
z liczb pierwszych py, ..., pr. Nie moze wiec istnieé, a skoro istnieje, oznacza to, ze
zbudowaliSmy ja, korzystajac z blednego zalozenia — jedynym zalozeniem bylo zas
istnienie tylko skonczonej liczby liczb pierwszych. Trzeba wiec z niego zrezygnowac.

Mogloby sie wydawaé, ze ten dowdéd podsuwa nam pomyst, jak wyznaczaé coraz

wieksze liczby pierwsze: wystarczy wziaé¢ wszystkie liczby pierwsze mniejsze
"' od danej liczby, wymnozy¢ je, dodac jeden i... Zaraz, czy na pewno ta liczba
AP nie jest ztozona? Patrzac na przyktady matych liczb, wydaje sig, ze ten pomyst
dziala dobrze:
241=3, 2-3+1=7, 2-3-54+1=231,

2-3:5-7+1=211, 2-3-5-7-114+1=2311
— wszystkie wyniki sa liczbami pierwszymi.
Ale juz dla szesciu poczatkowych liczb pierwszych dostajemy
2:3-5-7-11-1341 = 30031 = 59 - 509.

Czyli w naszym rozumowaniu musi by¢ cos niepoprawnego. Zwréémy uwage na to,
ze w podanym dowodzie wszystko robiliSmy przy zalozeniu, ze liczb pierwszych

Ktéra liczba jest wieksza?



Dziwna, ,pigtrowa” postaé liczb
pierwszych Fermata bierze si¢ stad, ze
jesli liczba k ma w swoim rozktadzie
chocby jeden czynnik nieparzysty
(oznaczmy go q), to liczba 2% + 1 dzieli
sie przez 29 4+ 1; mam nadzieje, ze

Czytelnik Sprytny potrafi to udowodnié.

Liczby pierwsze Fermata okazaly

sie wazne w geometrii: Carl Gauss
udowodnil, ze jesli p jest taka liczba, to
mozna cyrklem i linijkg skonstruowadé
p-kat foremny, a Pierre Wanzel — ze

dla zadnej innej liczby pierwszej taka
konstrukcja nie jest mozliwa.

Odpowiedz w numerze.
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jest skonczenie wiele. W szczegdlnoéci obserwacje, ze liczba py - ps - p3 - ... pr + 1
nie moze by¢ zlozona, otrzymalismy, zakladajac, ze wymnozylidmy wszystkie
istniejace liczby pierwsze. Tymczasem moga istnie¢ liczby pierwsze wigksze od
kazdej z wymnazanych, ale mniejsze od ich iloczynu — tutaj takimi liczbami sa,
na przyktad, 17, 29, czy wtasnie 59.

Istnieja inne wzory, ktérych matematycy uzywali do znajdowania dobrych
kandydatow na liczby pierwsze. Na przyktad Marin Mersenne badat liczby
postaci 2" — 1 i znajdowal wérdd nich liczby pierwsze, wiedzac, ze taka

liczba moze by¢ pierwsza tylko wtedy, gdy wyktadnik n jest liczba pierwsza.
Na liczbach tej postaci bardzo dobrze dziataja niektére testy pierwszosci, wiec
znane sg obecnie bardzo duze liczby pierwsze Mersenne’a. Aktualny rekord
(prawie 13 milionéw cyfr) to 243112609 _ 1 Wyniki testéw pierwszosci dla tej
liczby otrzymano w sierpniu 2008 roku i od tego czasu nie udalo si¢ trafi¢ na
zadng wieksza liczbe pierwsza Mersenne’a. Nie wiadomo nawet, czy jest ich
nieskonczenie wiele. Wiemy natomiast, ze wérod liczb postaci 2P — 1, gdzie p to
liczba pierwsza, istnieje nieskonczenie wiele liczb ztozonych.

Pierre Fermat z kolei zajmowal sie liczbami postaci 22" + 1. Po sprawdzeniu
pierwszosci pigciu poczatkowych wyrazéw tego ciagu (liczymy od n = 0)
postawil nawet hipoteze, ze wszystkie liczby opisane tym wzorem sa pierwsze.
Jednak szosta z tych liczb, 22° 1, jest juz ztozona, ale Fermatowi nie udalo sie
roztozy¢ jej na czynniki pierwsze. Co ciekawe, pewien rozklad szostej liczby
Fermata mozna znalezé za pomoca tatwych przeksztalcen arytmetycznych —
trzeba tylko umie¢ dobrze zgadywac.

2% $1=2%241=2%249% 51 9% .51 4 1=
=202 +5%) - (252 + 1)(2"- 5+ (2" -5 - 1)
Widagé, ze to juz koniec? Wystarczy zauwazy¢, ze
20 1 5' =16 +625 =641 =640 +1 =27 -5+ 1.
Zatem
22" +1=641(2% — (2" .52+ 1)(2" - 5 — 1)).

Jak wida¢, rozstrzygniecie tej hipotezy z pewnoscia lezalo w zasiegu mozliwosci
Fermata. Natomiast w zasiegu naszych mozliwosci do tej chwili nie lezy
rozstrzygniecie, czy istnieja jeszcze inne liczby pierwsze Fermata, poza
wymienionymi przez niego, czyli 3, 5, 17, 257 i 65537.

Pézniej Leonard Euler poszukiwatl liczb pierwszych wsréd wartosci pewnych
wielomianéw. Znalazl funkcje f(x) = 22 + x + 41, ktéra po podstawieniu liczb

z zakresu od 0 do 39 daje w wyniku liczby pierwsze. Jak latwo sprawdzi¢, dla

x = 40 otrzymujemy juz liczbe zlozona. A czy istnieja inne wielomiany postaci
2% + x + p, gdzie p jest pierwsza, o tej wlasnosci, ze dla liczb od 0 do p — 2 daja
w wyniku liczbe pierwsza?

W czasach Eulera powstala takze pigkna hipoteza, nierozstrzygnigta do dzisiaj.
Christian Goldbach zauwazyl, ze wiele liczb parzystych mozna przedstawic

w postaci sumy dwdch liczb pierwszych (niekoniecznie réznych). Co wiecej,

nie znalazl przyktadu liczby parzystej, ktorej nie datoby sie zapisa¢ w ten sposéb
(oprécz 2, ktéra po prostu jest za mala). Postawil wiec hipoteze, ze kazda liczba
parzysta wieksza od 2 jest suma dwdch liczb pierwszych. Prostota sformutowania
jest, niestety, ztudna.

Dla 2 < <3 mamy 2 =2 < V2" <2 =2V2 < 3,

czyli 2 < V3 < 31 dalej 2 < v2'2 <3,
skad dochodzimy do 2 < E < 3.

Zatem FE < F.



Przez ponad 250 lat, uzywajac zarowno ,tradycyjnych” metod matematycznych,
jak 1 programoéw komputerowych, matematycy nie zdotali udowodnié ani obali¢
tej hipotezy. Sprawdzono ja jednak, oczywiscie za pomoca metod komputerowych,

dla liczb parzystych mniejszych od 10'® — umiemy przedstawi¢ te liczby jako
sumy dwoch liczb pierwszych. Te wyniki obliczeniowe sktaniaja matematykow

rozstrzygnac.

do wiary w prawdziwo$¢ hipotezy Goldbacha, ale dopdki nie bedzie dowodu,
nigdy nie wiadomo, co moze sie zdarzy¢.

A co z liczbami nieparzystymi? Tak zwana staba hipoteza Goldbacha méwi, ze
kazda liczbe nieparzysta wieksza niz 5 mozna przedstawié¢ jako sume trzech liczb
pierwszych. Czytelnik Wnikliwy sprawdzi, ze staba hipoteza faktycznie wynika
z tej dla liczb parzystych. Niestety, stabszej wersji takze, jak dotad, nie udato sie

Na koniec — wracajac do probleméw, ktére powinny przyniesé Czytelnikom

wiecej radoéci niz frustracji — zagadka. 30 jest najwieksza liczba, dla ktorej
wszystkie mniejsze od niej i wzglednie pierwsze z nia sg liczbami pierwszymi.

Odpowiedz w numerze.

Jakie sg inne takie liczby i dlaczego nie ma wiekszych?

Matqg Delte przygotowala Maria DONTEN-BURY

Prosto z nieba: Przysztos¢ Cyg X-1

Jeszcze zanim pierwsze teleskopy satelitarne umozliwity
zajrzenie w przestrzen kosmiczna w czasach, gdy technologie
kosmiczne wykorzystywane byty przewaznie na potrzeby zimnej
wojny, energetyczne promieniowanie pochodzace z gwiazd
badano licznikami Geigera wynoszonymi w wyzsze warstwy
atmosfery przez suborbitalne rakiety, ktére, obracajac sie¢ wokot
wlasnej osi, skanowaty niebo. Jednym z pierwszych odkrytych
ta metoda obiektéw (1964 r.) byl Cyg X-1, znajdujacy sie

w gwiazdozbiorze Labedzia w okolicy n Cygni, w dolnej
czesci krzyza” tworzonego przez najjasniejsze gwiazdy tej
konstelacji. W kwietniu LabedZ widoczny jest na péinocnym
wschodzie, w drugiej potowie nocy. Szybko ustalono, ze

w miejscu, z ktérego pochodzi promieniowanie rentgenowskie,
znajduje si¢ niebieski nadolbrzym typu widmowego O,
nazwany HDE 226868. Z teorii budowy i ewolucji wynika
jednak, ze gwiazdy tego typu nie sg w stanie emitowaé tak
znacznych iloéci fotonéw X. Sprzecznos$é jest na szczescie
pozorna i tatwa do wyttumaczenia — analizujac zachowanie
sie linii widmowych w zaleznosci od energii, astronomowie
ujawnili istnienie $wiecacego stabo w swietle widzialnym
towarzysza zwigzanego z nadolbrzymem grawitacyjnie

i powodujacego zmiany widma z okresem orbitalnym (efekt
Dopplera). Ow drugi, jasny rentgenowsko sktadnik uktadu,
otoczony jest dyskiem akrecyjnym powstajacym z materii
,Sciagganej” z HDE 226868, ma niewielkie rozmiary, ok. 50 km,
oszacowane na podstawie zmiennosci czasowej promieniowania
rentgenowskiego, oraz znaczna mase, rzedu 15 mas Stonca —
parametry te jednoznacznie kwalifikuja go jako czarna dziure.

Mimo ze rychto Cyg X-1 stal si¢ powszechnie uznawanym
sempirycznym dowodem” potwierdzajacym teorie Einsteina,
w 1975 roku klasycy teorii grawitacji, Kip Thorne

i Stephen Hawking, zawarli glosny zaklad o ,istnienie (badz nie)

astrofizycznych czarnych dziur”. Hawking, ktéry wigkszo$é
swojej kariery poswiecil studiowaniu czarnych dziur, przekornie
przyjal role sceptyka, kwestionujac jakos¢ obserwacji Cyg X-1:
wygrywajac zaktad, mial na pocieszenie otrzymac od Thorne’a
4 lata prenumeraty magazynu satyrycznego Private Eye;
jednak zaledwie kilkanascie lat pdzniej, majac juz do dyspozycji
o wiele wiecej doskonatych obserwacji, przyznatl sie

(z pewnoscia bez cienia zalu) do przegrane;j.

Dorodli Czytelnicy zechca sami sprawdzié, co w nagrode
otrzymal Thorne.

Niedawne pomiary odleglosci przy uzyciu sieci teleskopow
radiowych VLBA umozliwiaja dokladne oszacowanie
parametréw obu sktadnikéw — zwtaszcza jasnosci, ktéra jest
w astronomii écisle zwiazana z pomiarem odleglosci — a takze,
co jeszcze ciekawsze, analize ich przysztych loséw. Wedlug
przeprowadzonych symulacji Cyg X-1 przeksztalci sie w ciggu
nastepnych 3 milionéw lat w ciasny, relatywistyczny uktad
czarna dziura—gwiazda neutronowa [1]. W odréznieniu od
uktadéow podwdjnych dwu gwiazd neutronowych, ktérych
radioastronomowie odkryli juz kilka, nie znamy ani jednego
uktadu ,mieszanego” z czarng dziura. Moze to np. oznaczad,
ze z jakiego$ powodu wystepuja one w przyrodzie bardzo
rzadko. Bytaby to niewesota wiadomos¢ dla poszukiwaczy
fal grawitacyjnych, gdyz wlasnie relatywistyczne uklady
podwdjne ztozone z obiektéw réznych typow stanowig gtéwne
zrodto takich fal o mozliwych do zaobserwowania czestosciach.
Czy naprawde jest sie czym martwié, zobaczymy za kilka lat
— nastepna generacja detektoréw (Advanced Virgo i LIGO)
zacznie obserwacje w 2015 r.

Michat BEJGER
[1] http://news.sciencemag.org/

sciencenow/2011/08/the-fate-of-the-first-black-hole.html

Ktéra liczba jest wieksza?
G = (log, 2011)logz 2011 czy H = 2011082 log> 2011



