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7 stycznia 2012 roku okoto 1400 uczniéw wziglo udzial w drugim etapie

VI Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw. Najciekawszym i jednoczesnie
najtrudniejszym zadaniem okazalo sie zadanie z planimetrii oznaczone
numerem 5. Rozwiazalo je niewielu uczniéw, przy czym zaden z nich

nie rozwazyl wszystkich mozliwych konfiguracji. Ponizej postaramy sie
@ zadanie to dokladnie zanalizowac.

Zadanie 5. Dany jest czworokqt wypukly ABC' D, w ktorym zachodzi réwnosé
IXDAB+ <BCD = <ABC.

Punkt O jest Srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC. Wykaz, zZe punkt O

jest jednakowo odlegly od prostych AD i CD.

Podstawowy pomyst polega na podziale kata ABC' na takie dwie czesci, ze katy
»blizsze” katom DAB i DCB sa im odpowiednio réwne. Pozwala na to podana
w zadaniu réwnosé katéw. Aby zrealizowaé powyzszy pomyst, nalezy dorysowaé
prosta [ przechodzaca przez punkt B i przecinajaca bok AD w punkcie K, a bok C'D
w punkcie L, tak by tréjkaty AK B i BLC byly réwnoramienne. Wtedy dwusieczna
kata AK B jest symetralng boku AB, a dwusieczna kata BLC — symetralna
boku BC'. Oznacza to, ze srodek O okregu opisanego na trojkacie ABC' lezy na
przecieciu dwusiecznych katow AKB i BLC. W sytuacji, gdy katy DAB i BCD
sg ostre, mozliwe sg trzy przypadki przedstawione na rysunkach 1, 21 3.

W przypadkach 2 i 3 punkt O jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat KDL,
gdyz lezy na przecieciu dwusiecznych. Jest on wiec jednakowo odlegly od
prostych AD i CD.

Zaden z uczniéw rozwigzujacych to zadanie nie rozwazyl sytuacji, gdy tréjkata
KDL po prostu nie ma, badz jeden z katow DAB lub BC'D nie jest ostry.

¢ Tréjkat KDL nie powstaje, gdy O = D = K = L. Ale wtedy teza jest oczywista,
bo zadane odleglosci sa réwne 0.

Rys. 1

Pozostaja do rozwazenia konfiguracje, w ktérych jeden z katéw DAB lub BC'D
jest rozwarty lub prosty. W tej pierwszej sytuacji zalézmy, bez zmniejszania

O\L ogolnosci, ze rozwarty jest kat DAB (rysunek 4). Wtedy punkt O jest rodkiem
okregu dopisanego do trojkata DKL i stad wynika teza.

Najtrudniejszy do rozwazenia jest przypadek, gdy jeden z katéw DAB lub BC'D
jest prosty (rysunek 5). Zalézmy np., ze < DAB = 90°. Wtedy symetralna
boku AB jest réwnolegta do prostych AD i BL i r6wno od nich odlegta. W takim
razie odleglosé punktu O od prostej AD jest taka sama, jak odlegtosé¢ punktu O
od prostej BL. Ta ostatnia odleglo$¢ jest z kolei rowna odleglosci punktu O od
S prostej DC', gdyz OL jest réwniez dwusieczna kata wierzchotkowego do BLC'.
A B To spostrzezenie konczy rozwiazanie zadania.
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