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Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspdélczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy

Termin nadsytania rozwigzan: 30 VI 2012

regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 639, 640
Redaguje Marcin E. KUCZMA

639. W tréjkacie ABC punkt I jest érodkiem okregu wpisanego. Prosta C'I
przecina bok AB w punkcie D. Prowadzimy przez punkt D dowolna prosta,
przecinajaca okrag opisany na trojkacie IAB w punktach P i Q. Wykazaé, ze
prosta C'I jest dwusieczng kata PCQ.
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640. Ciag liczb calkowitych dodatnich (aq,as, as, ..
a2a3

Up42 = Aan+1 + Ba,

.) spelnia warunek

71 n+1 "

CD"™ % gan=1.23...
Ap41

ApnAp41

Dowies¢, ze spelnia on réwniez liniowg zaleznosé rekurencyjna

dlan=1,2,3...

Wyznaczy¢ wszystkie pary wspdlezynnikéw (A, B) oraz wszystkie pary wyrazéw
poczatkowych (a1, as), dla ktérych ta rekurencja liniowa generuje ciag (a,,),
speliajacy zadany na wstepie warunek.

Zadanie 640 zaproponowal pan Tomasz Ordowski.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2011

Przypominamy tres¢ zadan:

631. Czy istnieje odmio$cian opisany na kuli, ktérej rzut prostokatny
na plaszczyzne kazdej ze $cian o§miodcianu jest kolem zawartym

w tej Scianie?

632. Mamy cztery liczby rzeczywiste; mozna z nich wybraé pare liczb
na sze$¢ sposobéw. W kazdej parze dodajemy obie liczby; dostajemy

uktad szesciu liczb. Suma tych szesciu liczb jest znana, réwna A;

takze suma ich kwadratéw jest znana, réwna B. Wyznaczy¢ wszystkie
wartosci, jakie moze przyjaé¢ suma szeScianéw tych szesciu liczb.

631. Przypusémy, ze istnieje taki oSmioscian, opisany na
kuli o érodku O i promieniu r. Wybierzmy jedna ze Scian,
styczng do owej kuli w punkcie S. Rzut kuli na plaszczyzne
tej $ciany jest kotem k o $rodku S i promieniu r (rysunek
powyzej przedstawia przekrdj plaszczyzna, przechodzaca
przez prosta OS; odcinek AB jest érednica kota k).

Stozek o podstawie k i wierzchotku O wycina na powierzchni
kuli (O, r) obszar f — czasze kulista, ograniczona

okregiem, ktérego $rednica jest (na rysunku) odcinek C'D

o érodku U. Czasze, uzyskane w ten sposob dla oémiu

$cian, sg rozlgcznymi obszarami na sferze. Suma ich pél

nie przekracza pola calej sfery, réwnego 4mr?.

Wszelako koto o srednicy C'D jest podstawa stozka,

z wierzcholkiem w punkcie S, o promieniu podstawy
p=|UC| =r/\/2iwysokoéci h = [US| =1 —1//2.
Powierzchnia boczna tego stozka ma pole wp+/p? + h?, czyli

7r7'21/ - %\/5 Powierzchnia obszaru f jest jeszcze wigksza.

Wychodzi nieréwnosé 8771"2\/ — %\/5 < 471'7"2;
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po przeksztatceniu: 3 < 2v/2. Sprzecznosé; zatem taki
osmioscian nie istnieje.

(Rachunkiem catkowym mozna obliczyé, ze pole obszaru f
wynosi (2 — v/2)7r?, co jest wieksze niz 1/7 pola calej
sfery; wieloscian o rozwazanej wlasnosci moze mieé wiec

co najwyzej sze$¢ $cian).

632. Cztery dane liczby to a1, az,as, as. Nowe szeéé liczb —
to sumy a; + a; (i < j). Przyjmijmy oznaczenia: y  a; = S,
Za? =T, ZK],aiaj =U. Wéwezas S% =T + 2U,

A= Z(ai +aj) = 385,

i<j
B =Y (a} +2aia; + aj) = 3T + 2U.
i<j
Stad T = $(B — 5%) = 3B — 5 A%

Niech C bedzie suma szescianéw tych szesciu liczb:
C = C1 + Cu + C, gdzie

Cr = (a1 + a2)3 + (asz + a4)3 =

S+ [(a1 +a2)” — (a1 + az)(as + aa) + (as +as)’] =
=S5 (T —U+ 3ai1az + 3azas);
Cun=S-(T—-U+3aias + 3az2a4);

Cit =S (T —U + 3a1a4 + 3azas).

Dodajemy wyrazenia C1, Cir, Ciir i otrzymujemy

C:BS-(TfU)+S~(3U):3ST:AT:%ABfl—lgAS.

Jest to jedyna mozliwa wartosé¢ sumy C.
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Zadania z fizyki nr 536, 537
Redaguje Fwa CZUCHRY

536. Na pionowej, obracajacej sie ze stalg predkoscig w osi zamocowany jest
poziomo sztywny, niewazki pret. Wzdluz niego moga poruszac si¢ bez tarcia
dwie kuleczki, kazda o masie m, polaczone sprezyna o staltej sprezystosci k

— obie leza po tej samej stronie osi obrotu. Taka sama sprezyna taczy kulke
blizsza osi z punktem zamocowania osi i preta. Nierozciagniete sprezyny maja
dlugos¢ [y kazda. Znalez¢ dtugosci obu sprezyn podczas ruchu. Dla jakich
parametréw uzyskane rozwiazanie ma sens fizyczny?

537. Cztery niewazkie prety o dlugosci [, potaczone przegubami w romb, zostaty
za przegub A podwieszone na suficie (rys. 1). Przeciwlegly przegub C' obciazono
ciezarkiem N, a pozostale przeguby B i D rozparto sprezyna o dlugosci %l

i stalej sprezystosci k. W polozeniu rownowagi okazalo sie, ze prety sa nachylone
do pionu pod katem a = 30°. Znalez¢ okres matych drgan cigzarka.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2011

Rys. 1

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Przypominamy tres¢ zadan:

528. Cienki, jednorodny pret o diugosci I i masie m postawiono pionowo na poziomym podlozu
g i zaczal si¢ on przewracaé bez poslizgu. Pret nie wygina sie, a przy przekroczeniu w jakimkolwiek

Rys. 2 punkcie pewnej wartosci momentu sily zginajgcej M ulega ztamaniu w tym punkcie. Obliczy¢

minimalng warto$¢ M niezbedng do tego, aby pret nie zlamal si¢ przed upadkiem. W ktérym

punkcie pret sie ztamie, gdy M ma warto$¢ nieco mniejsza?

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
524 (WT = 1,90) i 525 (WT = 3,30)
z numeru 10/2011

Gliwice 39,60
Jacek Piotrowski Razeszow 39,10
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 35,03
Michal Kozlik Gliwice 32,78
Ryszard Wozniak Krakéw 18,18

Marian Lupiezowiec

528. Z bilansu energii

l 1
AFEgaw = mgé(l —cosa) = EIwQ,
gdzie I = %ml2 jest momentem bezwladnosci preta
wzgledem punktu podparcia, wyznaczamy predkosé
katowa preta w w zaleznosci od kata odchylenia
od pionu a:

w? = 3%(1 — cosa).

Rézniczkujac po czasie, znajdujemy przyspieszenie
katowe e:
38

€= 2 sin av.
Podzielmy pret na niewielkie elementy o dlugosci dx
i masie dm odlegte od punktu podparcia o x i dla
kazdego z nich wyznaczmy ,site wyginajaca” dFy,,
tzn. prostopadta do preta sktadowa sily wywieranej
przez dany element na sasiednie. Jesli dodatni zwrot
tej sity jest w strone spadku preta, to jest ona
réwna réznicy prostopadtej sktadowej sity ciezkosci
dm - gsin a i iloczynu dm przez prostopadtla sktadowa
przyspieszenia:

l 21
Sity te zostaly przedstawione na rysunku 2, wraz
z prostopadta do preta sktadowa sity reakcji podtoza R.
Moment M silty zginajacej pret w punkcie y jest réwny

dFy, =dm(gsina — ex) = m—dxgsinoz<1 - 3_x>
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529. Aby wyznaczy¢ wartos¢ oporu amperomierza, wlgczono go w pewien obwdéd razem z bocznikiem
— réwnoleglym opornikiem o doktadnie znanym oporze R. Odczytano wskazanie amperomierza I dla
réznych wartosci R, a wyniki przedstawiono w tabeli:

R, Q 1 ]15] 2] 3] 5 10

I, mA | 54 70 | 82 | 99 | 119 | 141

Czy natezenie pradu plynacego przez amperomierz i bocznik (lacznie) pozostawalo state? Ile wynosi
opér wlasny amperomierza? Jaka metoda najlepiej uwzgledni¢ wszystkie pomiary? Dopuszczalne sg
tylko typowe ,ogélnouzytkowe” funkcje arkusza kalkulacyjnego lub kalkulatora.

sumie momentow sit dFy, dla wszystkich x wigkszych od y:

l
M(y) = / (— y)dF, =

1
m 3z
_Tgsma/y(x—y)<1—§>dm.

W wyniku catkowania otrzymujemy
y(l—y)?
412
Maksymalna warto$¢ M wystepuje tuz przed upadkiem

(sina = 1) i w punkcie y = %l. Wynosi ona

M(y) = -

mg sin a.

1
Mpax| = — l
| | = 57me

a jesli pret ma sie nie ztamac, to jego wytrzymaltosc
na zginanie nie moze by¢ mniejsza.

529. Niech RA bedzie szukanym oporem amperomierza,
a I. — natezeniem pradu catkowitego, czyli suma
natezenia pradu plynacego przez amperomierz (I)
i przez bocznik. Napiecie na amperomierzu i boczniku
jest jednakowe, zatem

IRy = (1. —I)R czyli & = £ — 1.

R I

Jesli I.. jest stale, to wykres zaleznosci 1/7 od 1/R
powinien by¢ liniowy, co dla danej serii pomiardw
sprawdza sie¢ bardzo dobrze. Z ekstrapolacji prostej
do przeciecia z osia 1/R (tzn. do punktu, w ktérym
1/I = 0) znajdujemy Ra =~ 2,16 Q.



