Zbiér Z C [a,b] jest miary Lebesgue’a
zero, jesli dla kazdej liczby € > 0 istnieja
przedzialy I;, j = 1,2,3,..., takie,

ze suma ich dlugosci nie przekracza e,

a Z jest zawarty w Iy U Io U I3 U. ... Jesli
funkcja f:[a,b] — R ma jaka$§ wlasnosé
poza zbiorem Z miary zero, to méwi sie,
ze f ma te wlasno$é prawie wszedzie.
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Drugi tom prac zebranych

Wactawa Sierpinskiego jest kopalnia,
obfitujaca w przyklady funkcji

o réwnie nieintuicyjnych wtasnosciach.

"

Funkcja Cantora.

/

Funkcja Minkowskiego.

?

Gdy sie nie ma, co sie lubi...
Pawet STRZELECKI

W Delcie 10/2009, w artykule Czy naprawde prawie robi wielkq réznice,
Paulina Malolepsza i Tomasz Malolepszy pisza o przyktadach funkcji
ciaglych, ktére sg rézniczkowalne prawie wszedzie, ale jednak nie sa
catkami swoich pochodnych. Innymi stowy, okazuje sie, ze w twierdzeniu
Newtona—Leibniza, orzekajacym, ze jesli funkcja f:[a,b] — R jest ciagla
na [a,b] i ma (powiedzmy ciagta) pochodna w (a, b), to mamy

b
(1) f(b) — f(a) = / f(t)dt,

nie wolno opuscié¢ zalozenia, iz pochodna istnieje w kaZdym punkcie ¢ € (a,b).
Nawet jesli zbiér Z C [a, b] tych punktéw, gdzie f’ nie istnieje, jest bardzo
maly — ma miare Lebesgue’a réowng zero, tzn., intuicyjnie moéwiac, zerowsa,
dlugoséé — to moze sie okazaé, ze funkcja f ciagla na [a, b] i r6zniczkowalna

w [a,b] \ Z nie spelia réwnosci (1). Przyklady takich funkcji mozna znalezé
we wspomnianym artykule; na marginesie naszkicowane sa wykresy dwdéch:
funkeji Cantora i Minkowskiego. Ta druga jest ciagla i $cisle rosnaca na [0, 1],
lecz jej pochodna nie ma ochoty byé (choéby tu i 6wdzie) dodatnia, tylko znika
prawie wszedzie. Jest prawie wszedzie taka, jaka powinna by¢ pochodna funkcji
stalej, tylko ze funkcja Minkowskiego stala, niestety, nie jest.

Kogos, kto na studiach uczyt sie podstaw teorii miary i calki Lebesgue’a

i wystuchiwal, ze zachowanie funkcji na zbiorze miary zero nie wpltywa na
wartos$¢ calki, takie przyktady z poczatku zwykle dziwig i lekko niepokoja.
Nie ma jednak w nich zadnej sprzecznosci. Po prostu, jesli dobra, stara,
klasycznie rozumiana pochodna nie wszedzie istnieje, to (czasem) nie koduje
juz informacji o przyrostach funkc;ji.

Mozna sie z tym pogodzié¢ i np. szuka¢ coraz subtelniejszych, przeczacych
intuicji przyktadéw tego, ze w twierdzeniu Newtona—Leibniza stéwko prawie
jest zakazane. Najwazniejsza rzecza, ktora chcialbym Czytelnikowi powiedzied,
jest jednak to, ze kontrprzyktady, cho¢ wazne, sg mimo wszystko drugorzedne,
o ile nie stuza dalszej budowie matematyki, tworzeniu takich dodatkéw do jej
gmachu, ktére pozwalaja—by¢ moze za pomoca zupetnie nowych pojeé, narzedzi
i srodkéw — robié co$, czego dotad nie potrafiliSmy, albo wrecz uwazalidémy za
niemozliwe. Nie chodzi wszak o to, zeby wszystko bylo zawsze po staremu.

Prawdziwie tworcze pytania, jakie stawialo sobie wielu matematykow
miedzy rokiem 1890 a 1940, gdy narodzity si¢ i dojrzaly teoria miary

z analiza funkcjonalna, brzmia nastepujaco: Jak nalezatoby zmodyfikowaé
lub rozszerzyé pojecie pochodnej, zeby jakis odpowiednik réwnosdci (1) byl
prawdziwy takze wtedy, gdy f nie jest rézniczkowalna w kazdym punkcie?
Czy mozna bedzie wtedy postugiwac sie innymi narzedziami rachunku
catkowego, np. wzorem na catkowanie przez cze$ci?

Okazuje sig, ze mozna to zrobié¢ na kilka réznych, cho¢ zasadniczo
réwnowaznych sposobéw. Zacznijmy od takiego, ktéry dla funkcji

jednej zmiennej jest naturalna droga do uprawomocnienia wzoru
Newtona—Leibniza (1) dla odpowiednio zawezonej klasy funkcji ciaglych,

Ktéra liczba jest wieksza?
A=2"" czy B=10"



Funkcja kawatkami klasy C' (zad. 1).
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Funkcja charakterystyczna przedziatu
le, d] (zad. 2).

Pouczajaca rzecza jest samodazielne
rozwiazanie trzech zadan:

1. Jedli f jest kawalkami klasy C!

w [a, b], to ma staba pochodna,
réwna klasycznie rozumianej f’ (poza
skoficzong liczba punktéw, gdzie f’
moze nie istniec).

2. Jedli a < ¢ < d < b, to funkcja
charakterystyczna przedziatu [c, d|
nie ma stabej pochodnej w [a, b].

3. Funkcja Cantora nie ma stabej
pochodnej, choé ma klasycznie
rozumiang pochodng prawie wszedzie.

Zauwazmy, ze staba pochodna
definiujemy nie punkt po punkcie, ale
za pomoca wszystkich $rednich fg(p.
To, jak si¢ wydaje, jest bardziej
zblizone do fizycznego sensu pomiaru
réznych wielkodci.

Przy dodatkowym zatozeniu, ze g1 i g2
sg ciagle, dowdd jest latwym zadaniem.

Pojecie stabej pochodnej jest w analizie
znacznie wazniejsze od zwyklej
rézniczkowalnosci prawie wszedzie, bo
zachowuje wazne twierdzenial!

)

rézniczkowalnych prawie wszedzie. Ustalmy przedzial [a,b] C R i funkcje
catkowalna g, ktora za chwile odegra role pochodnej innej funkcji. Niech

(2) ﬂw:ﬂ@+LZMMm

liczbe f(a) mozna wybraé dowolnie, a prawa strone wzoru traktujemy jako
definicje f. Nietrudno sprawdzié, ze tak okreslona funkcja f jest ciagta.

To wynika z réwnosci | f(z) — f(y)| = | [ g(t) dt|, a o ile calkujemy po
dostatecznie krotkim przedziale, to catka z funkcji catkowalnej jest mniejsza niz
dowolnie ustalony dodatni margines btedu, z upodobaniem oznaczany literka e.
Subtelniejsza, ale wykonalng rzecza jest wykazanie, ze f ma pochodna f’ prawie
wszedzie w [a,b] 1 w dodatku f’ jest réwna g tez prawie wszedzie w [a, b].

x € [a,bl;

Te funkcje ciagle, ktére otrzymuje sie ze wzoru (2), zmieniajac funkcje
catkowalna g na wszelkie mozliwe sposoby, nazywaja sie absolutnie cigglymi.
To dla nich (i tylko dla nich) wz6r Newtona—Leibniza ma sens; mozna si¢
nie obawiaé, czy f’ istnieje wszedzie, czy tylko prawie wszedzie. Pozostale
funkcje ciagle okresla sie mianem osobliwych. Stusznie; ich miejsce jest

w gabinecie osobliwosci.

Réwnowazna definicja funkcji absolutnie cigglych, nieco trudniejsza

do przetkniecia, ale lepiej poddajaca sie uogélnieniom na funkcje wielu
zmiennych, jest nastepujaca. Przypusémy, ze f jest funkcja catkowalng na
przedziale [a, b]. Powiemy, ze f ma w [a, b] stabg pochodng réwna g, jesli
po pierwsze g tez jest calkowalna na przedziale [a, b], po drugie za$ wzér

b b
3) | fod 0=~ [ gltrear

zachodzi dla kazdej funkcji ¢: [a,b] — R, ktéra ma ciaglta pochodna i spelnia
warunek ¢(a) = ¢(b) = 0.

Céz whasciwie ma oznaczaé taka, na pozér zupelnie niesprawdzalna, definicja?
Prosze mysleé o tym tak: gdyby f miala ciggla pochodna f’ = g, to dla kazdej
funkcji ¢, o ktérej mowa, mielibysmy (fo) = f¢' + f'o = f¢’' + gp, aponadto
(fe)(a) = (fe)(b) =0, gdyz funkcja ¢ ma z zalozenia znikaé¢ na koncach
rozwazanego przedzialu. Zatem, na mocy wzoru Newtona—Leibniza, catka

z funkeji (f¢)’ powinna by¢ zerem, a wlasnie to jest przeciez trescia wzoru (3).
Moéwiac nieco inaczej, (3) to wzér na catkowanie przez czesci, przemys$lnie
wbudowany w nowa definicje pojecia pochodnej.

Co wigcej, wzér (3) moze zachodzié tylko dla jednej funkcji g — gdyby
zachodzil dla g; i g2, to odejmujac dwie rownosci stronami, otrzymaliby$my
fab (91 — g2)p dt = 0 dla kazdej  spelniajacej podane wezesniej warunki. Mozna
wykazaé — jest to tak zwany lemat du Bois-Reymonda — ze wtedy mamy g1 = g
prawie wszedzie. Dlatego staba pochodna jest okre$lona jednoznacznie, a jesli
przypadkiem f jest ciaglta i ma ciagta pochodng okredlong klasycznie, to obie
pochodne sa réwne (prawie wszedzie, rzecz jasna).

Mozna wykazaé, ze funkcja f: [a, b] — R jest absolutnie ciagla, tzn. jest calka g,
dang wzorem (2), wtedy i tylko wtedy, gdy f jest calkowalna i ma calkowalng
stabg pochodng. Obie drogi wyboru rodziny funkcji, dla ktérych (na kazdym

odcinku) zachodzi wzér Newtona—Leibniza, wioda zatem do tego samego celu.

A = 922 — 91024 5, 91000 — 910-100 — 1()24100 ~ 1000100 = 1()300
8 = T\7e?
Zatem A > B.



Juz sama nazwa stabe pochodne
kojarzy sie, nomen omen, ze staboscia,
a wigc — by¢ moze — z niedoskonatosciag,
czyms$ wstydliwym, co niektérzy wolg
ukryé¢ i schowaé gleboko.

Zbiér {h: ?(h) < const} moze byé
niezwarty w przestrzeni cF i zwarty

w odpowiednio dobranej wickszej
przestrzeni funkcyjnej, z inng metryka,
ktéra sprawia, ze zbioréw zwartych
jest wiegcej.

Do najwazniejszych sukceséw nowych
metod, wkraczajacych w teori¢ réwnan
czgstkowych i rachunek wariacyjny,
nalezalo rozwigzanie w poczatku lat

30. XX wieku zagadnienia Plateau, czyli
dowéd istnienia powierzchni o zadanym
z géry brzegu i minimalnym polu.

‘W 1969 roku Hildebrandt udowodnit,

ze kazda powierzchnia minimalna jest
do brzegu wlacznie tak gtadka, jak gtadki
jest éw z géry zadany brzeg.

A lekture Fausta tez goraco polecam.

Wspomniana armia o0séb, korzystajacych
rozmaicie z pojecia stabej pochodnej,
ma sporag grupke warszawskich
przedstawicieli, poczawszy od

np. Bogdana Bojarskiego,

Aleksandra Pelczynskiego czy

Michata Wojciechowskiego

w IMPAN, po Piotra Muche,

Piotra Rybke, Witolda Sadowskiego

czy Dariusza Wrzoska w Instytucie
Matematyki Stosowanej i Mechaniki UW.

Dawne korzenie na UW majg takze
niektorzy jej przedstawiciele, pracujacy
dzi§ w USA, np. Piotr Hajtasz

i Tadeusz Iwaniec.

Po ¢6z komu takie pojecia? Dlaczego studiowaé¢ paskudne funkcje wielu
zmiennych, ktérych dziwacznie okreslone stabe pochodne sa zaledwie funkcjami
catkowalnymi, wiec moga np. okazaé si¢ niecigglte w bardzo wielu punktach?
Odpowiedzi, ze przestrzenie takich funkcji — tzw. przestrzenie Sobolewa — sa
same w sobie ciekawymi obiektami badan, nie kupi wszak ani fizyk, ani niejeden
matematyk. Prawdziwy sens i powdd rozwazania takich funkcji przynosi jednak
teoria réwnan rozniczkowych i jej pogranicze z fizyka oraz geometria.

Dlaczego? Ot6z, przestrzenie Sobolewa sa duzo obszerniejsze od przestrzeni C*
funkcji rézniczkowalnych k-krotnie w sposob ciaggly. Pierwszym odruchem
kogo$, kto prébuje dowodzié¢ istnienia rozwiazan rownan rézniczkowych, jest
ograniczanie sie wlasnie do swojskich i znanych funkcji klasy C*. Postepujac
tak, wiazemy sobie rece: cze$cia dowodu istnienia mus: by¢ dowod cigglosci
pochodnych. Interpretujac réwnanie w ogdlniejszym jezyku przestrzeni
Sobolewa, otrzymujemy — po pierwsze — wigcej kandydatur na rozwiazania,
po drugie za$ oddzielamy sama kwestie istnienia rozwigzania od sprawdzania
jego dodatkowych wlasnosci. Po trzecie, cala analiza funkcjonalna staje sie
skrzynia z narzedziami, ktorych w tym obszerniejszym $wiecie mozna uzywac.
Po czwarte, rozmaite zbiory funkcji, ktére w przestrzeniach C* sg niezwarte,
rozlegle tak, ze az wiatr w nich hula, potrafia stawaé¢ si¢ matle i przytulne
wlasdnie w przestrzeniach Sobolewa. Nabieraja wtedy sensu proste argumenty
w rodzaju kazda funkcja ciggla @ na zbiorze zwartym osigga w pewnym
punkcie swaj kres dolny, czesto nieprzydatne, gdy @ jest funkcjonatem na
przestrzeni C*, wyposazonej w nazbyt wymagajace pojecie zbieznoéci. Po pigte
wreszcie, bywa i tak, ze nieliniowa natura problemu sama wymusza istnienie
osobliwoéci rozwiazan. Defekty ciektych krysztaléw, samoprzeciecia bton
mydlanych. .. Wtedy przestrzenie, dopuszczajace nieciagle rozwiazania,

sg jak znalazt.

Pomyst, zeby znane pojecie pochodnej zastapi¢ nowym, jest iScie szatanski.
Stefan Hildebrandt poréwnywal go do mefistofelesowskiego wprowadzania
papierowych pieniedzy zamiast ztota. Papierowy oraz plastikowy pieniadz,
ktorego nosnik wart jest niewiele, ma jednak zalety; wygodniej go nosié¢

i przesytaé¢ niz wory monet. Wygodniej dowodzié, ze si¢ go ma. Kto

zechce, moze w bankomacie wymienié¢ plastik na papier; kto si¢ uprze,
dokona wymiany na ztoto. Wspélczesna teoria réwnan rézniczkowych zna
odpowiednik tego postepowania: uzywajac misternie splecionej sieci réoznych
nieréwnosci, dowodzi sie, ze stabe rozwigzania wielu réwnan sa w istocie
pieknymi, klasycznymi rozwigzaniami klasy C*.

Bez pojecia stabej pochodnej i masy jego konsekwencji cata armia moich
starszych i mlodszych kolegéw po fachu bylaby czeSciowo bezrobotna.

Nie byloby tez sporej czesci analizy funkcjonalnej i harmonicznej ani
wspoélczesnego matematycznego opisu chemotaksji, wirow w nadprzewodnikach,
przejéé¢ fazowych, ruchu cieczy lepkich, dyfuzji w oérodkach porowatych itp.

Warto wiec w funkcjach Cantora i Minkowskiego, oraz im podobnych,
widzie¢ nie tyle osobliwe kontrprzyklady, ale przede wszystkim drogowskazy,
ktore pewnie byly niewyrazne, ale, jak ze stuletniej perspektywy jasno
widaé¢, matematykow klasy Poincarégo, Hilberta, Weyla czy Sobolewa
kierowaly we wtasciwa strone.

Ktéra liczba jest wigksza?
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