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Prostokat arytmetyczny
Jakub RADOSZEWSKI

W tym artykule oméwimy zadanie Prostokqt arytmetyczny z Akademickich
Mistrzostw Polski w Programowaniu Zespolowym 2011. Jednak zanim to
zrobimy, zastanowimy sie nad dwoma pozornie niezwigzanymi problemami.

Problem 1. Dany jest n-elementowy ciag liczb catkowitych aq,...,a,.
Chcieliby$my dla kazdego elementu ciagu wyznaczy¢ najblizszy mniejszy
od niego element polozony na lewo od niego. Formalnie, dla kazdego i
szukamy najwickszego takiego j, j <4, ze a; < a;. Aby ta warto$¢ byta
zawsze zdefiniowana, dokladamy sztuczny element ag = —oo (patrz rys. 1).

Najprostszy algorytm rozwiazujacy Problem 1 dziala w czasie O(n?).
Uzywajac sprytnych struktur danych (zréwnowazone drzewa binarne),
mozna otrzymaé rozwiazanie dzialajace w czasie O(nlogn). Podany
problem mozna jednak rozwiazaé prosto i liniowo, jesli tylko pdjdzie sie
za strzatkami.

Idea takiego rozwiazania jest jasna: bedziemy przypisywac strzatki kolejnym
elementom, od lewej do prawej. Dla danego i zaczynamy od sprawdzenia, czy
a;—1 < a;. Jesli tak, to wiemy, ze strzalka z a; prowadzi do a;_;. A jesli nie,
to idziemy do pierwszego elementu mniejszego niz a;_1, czyli doktadnie
wzdtuz strzalki z a;_1. Kontynuujemy to postepowanie az do momentu,

gdy znajdziemy element mniejszy niz a;. Przyktadowo, rysunek 2 ilustruje
wyznaczanie strzatki wychodzacej z tréjki.

Aby uzasadnié, ze ten algorytm jest liniowy, wystarczy pokazaé, ze

wzdtuz kazdej strzatki przejdziemy co najwyzej raz. Faktycznie, jesli przy
wyznaczaniu strzalki dla a; przechodzimy wzdtuz strzatki wychodzacej

z pewnego a; (j < 1), to wiemy, ze a; > a;. To oznacza, ze kazda strzalka
wychodzaca z elementéw a;41, a;42, ... prowadzi albo do a; lub elementu
polozonego na prawo od a;, albo do jakiego$ elementu mniejszego niz a;,

a zatem polozonego na lewo od a;. Strzatke wychodzaca z a; wykorzystamy
zatem dokladnie raz, co chcieliSmy wykazac.

Problem 2. Mamy dana tablice rozmiaru n x n wypelniona zerami

i jedynkami. Nalezy znalezé prostokatny fragment tej tablicy wypelniony
samymi jedynkami o jak najwigkszej powierzchni (patrz rys. 3). Ten problem
pojawit sie na IX Olimpiadzie Informatycznej jako zadanie Dzialka.

Wszystkich prostokatéw w takiej tablicy jest rzedu n*, wiec problem
trzeba rozwiazywadé jako$ sprytniej. Znana jest cala gama rozwiazan

o zlozonodci czasowej O(n?), O(n?), a nawet O(n?). Pokazemy tu dosy¢
proste rozwigzanie o optymalnej ztozonosci O(n?).

Zacznijmy od wyznaczenia dla kazdego pola (i, j) tablicy liczby kolejnych
pol wypelnionych jedynkami potozonych w dot od tego pola, wliczajac
samo pole (i, j). Oznaczmy te warto$¢ przez D[i, j]. Takie wartosci

latwo wyznaczamy w czasie O(n?), idac od dotu do géry tablicy (rys. 4).
Zauwazmy, ze D], j] jest niezerowe tylko wtedy, gdy oryginalna tablica
w polu (7, 7) miala jedynke.

Teraz przychodzi kluczowe spostrzezenie. Ot6z poszukiwany prostokat
mozemy skonstruowaé tak: bierzemy jakie$ pole (7, j) i wyznaczamy
prostokat zawierajacy to pole w gérnym wierszu, o wysokosci D[, j]

i siegajacy w prawo i w lewo tak daleko, jak tylko sie da. Faktycznie,
wynikowy prostokat nie moze byé rozszerzony w dét (ani w zadna
inna strone), wiec musi by¢ opisanej postaci dla pewnego pola (i, 7).
Przykladowo, na rysunkach 3 i 4 pole (4, ) wynikowego prostokata
(kwadratu) o powierzchni 9 to jego prawy gorny rog.
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Dla kazdego pola (i, j) o niezerowym DJi, j] szukamy zatem najblizszych
pdél w tym samym wierszu, dla ktérych wartosci D sa mniejsze niz DJi, j],
czyli takich indekséw j' < j < j”, ze DIi, j'], D[i,j"] < Dli, j], j’ jest
maksymalne, a j” — minimalne. Wéwczas wynikiem jest maksimum

z illoczynéw postaci (j” — j' — 1) - D[i, 7] dla wszystkich pdl (3, j).
Zauwazmy jednak, ze jest to doktadnie zastosowanie Problemu 1 do
i-tego wiersza tablicy D, tyle ze raz od lewej do prawej (wyznaczanie j'),
a raz od prawej do lewej (wyznaczanie j”). Wystarczy otoczy¢

tablice D obwddka z polami zawierajacymi —oo i mozemy juz
zastosowaé poprzedni algorytm, wiersz po wierszu. Dostajemy zadany
czas O(n?).

Problem 3. Przyszta wreszcie pora, aby sformulowaé¢ wspomniane

na wstepie zadanie o prostokacie arytmetycznym. Znéw mamy dang

tablice rozmiaru n x n, tym razem moga si¢ w niej znajdowaé¢ dowolne
nieujemne liczby catkowite. Szukamy w niej prostokata arytmetycznego

o maksymalnej powierzchni, przy czym prostokat arytmetyczny to prostokat,
w ktérym liczby w kazdym wierszu oraz w kazdej kolumnie tworza ciag
arytmetyczny (patrz rys. 5).

Na poczatek zajmijmy si¢ prostokatami o wysokosci 1. Widzimy, ze kazdy
wiersz tablicy mozemy podzieli¢ na maksymalne ciagi arytmetyczne,

z ktorych kazdy ma dlugosé co najmniej dwa i kazde dwa kolejne ciagi
maja dokladnie jeden element wspdlny. Przyktadowo, dolny wiersz tablicy
z rysunku 5 dzielimy na ciagi (6,3,0) i (0,4, 8), a gérny na ciagi (1, 3)
i(3,7,11,15). Korzystajac z takiego przedstawienia, w czasie O(n?)

tatwo znajdziemy najdtuzszy prostokat arytmetyczny o wysokosci 1.
Podobnie rozpatrujemy prostokaty o dtugosci 1, wysokosci 2 (jak?)

i dlugoséci 2.

Odtad interesowaé nas beda tylko prostokaty, ktérych kazdy bok ma
dlugo$¢ co najmniej 3. Znajdowanie takich prostokatéw sprowadzimy do
zadania Dzialka.

Zaznaczmy mianowicie kotkiem kazdy taki element tablicy, ze

kwadrat o boku 3 zawierajacy ten element w $rodku jest prostokatem
arytmetycznym (rys. 6). Okazuje sie, ze prostokat o obu wymiarach

nie mniejszych niz 3 jest arytmetyczny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
zawarte w nim elementy tablicy (poza, ewentualnie, jego wewnetrzna
obwddka o szerokosci 1) sa zaznaczone kétkami. Rzeczywiscie, jesli prostokat
jest arytmetyczny, to kazdy jego podprostokat jest arytmetyczny, wiec

w szczegdlnosci wszystkie kwadraty o boku 3, zawarte w tym prostokacie,
sg arytmetyczne. A w druga strone, je$li mamy dwa sasiednie elementy
tablicy zaznaczone kotkami, to ciggi arytmetyczne w otaczajacych je
kwadratach 3 x 3 sklejaja sie w dtuzsze ciagi arytmetyczne doktadnie tak,
jak trzeba.

Podsumowujac: waskie prostokaty arytmetyczne rozpatrzyliémy osobno,
a problem szukania odpowiednio grubego prostokata arytmetycznego

o maksymalnej powierzchni sprowadziliémy do poszukiwania maksymalnych
prostokatéw ztozonych wytacznie z wyrdznionych pél, czyli doktadnie do
Problemu 2. Cale rozwiazanie dziala w optymalnym czasie O(n?) i jest,

w sumie, calkiem sprytne.

Na koniec ciekawa wtasnosé prostokatoéw arytmetycznych, ktéra moze
zainteresowa¢ takze nieinformatykow: prostokat o wysokosci co najmniej 2
jest arytmetyczny wtedy i tylko wtedy, gdy liczby w kazdej jego kolumnie
oraz w dowolnych dwdch jego wierszach tworzg ciagi arytmetyczne.
Dodajmy, ze ta wlasno$¢ nie zachodzi, jesli wymagamy tylko, aby jeden
wiersz prostokata stanowil ciag arytmetyczny.
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