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function gauss(A,n)
for i := 1 to n do
for j: =i+ 1 ton do
if A[j,i] # 0 then
swap(A[i], A[j]);
if A[i,i) = 0 then return 0;
for j:=i74+ 1 tondo
for k := i to n do
Al K] = A, K]
— Ali, k] - (Alg,14]/A[d,4]);

return 1;

Algorytm eliminacji Gaussa dla

macierzy A rozmiaru n X n, indeksowanej
Alwiersz, kolumna)]. Funkcja zwraca

0 lub 1 w zaleznosci od tego, czy
wyznacznik macierzy jest zerowy,

czy tez nie (przyp. red.).

Jezeli rozktad prawdopodobienistwa

dla pewnego pola jest jednostajny, to
dodanie ustalonej liczby do liczby w tym
polu lub pomnozenie jej przez niezerowg
liczbe zachowuje jednostajnosé rozktadu,
gdyz dodawanie i mnozenie sg w ciele
operacjami odwracalnymi.
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O prawdopodobienstwie, wyznacznikach
i pokryciach cyklowych
Wojciech NADARA™

W tym artykule bedziemy sie zajmowali obliczaniem wyznacznikéw

macierzy w dowolnym skonczonym ciele I'. Bedziemy takze badali, jakie jest
prawdopodobienstwo, ze taki wyznacznik dla macierzy z losowo wpisanymi
elementami z ciala F' jest r6zny od 0, oraz jakie jest prawdopodobienstwo, ze
w losowym grafie skierowanym jest nieparzyscie wiele pokry¢ cyklowych.

Jezeli mamy dana macierz kwadratowa z wpisanymi w nig elementami
ciata I, to ciezko na pierwszy rzut oka stwierdzi¢, czy jej wyznacznik jest
zerowy, czy nie. Sprawa okazuje sie duzo prostsza, gdy mamy do czynienia
z macierza w postaci schodkowej (tzn. z taka, ktéra ma zera ponizej
gléwnej przekatnej). Wyznacznik takiej macierzy jest zerowy wtedy i tylko
wtedy, gdy na jej gtéwnej przekatnej znajduje sie co najmniej jedno 0.
Aby sprowadzi¢ naszg macierz do postaci schodkowej, uzyjemy metody
eliminacji Gaussa. Bedziemy wykonywaé¢ dwa rodzaje operacji. Pierwszym
bedzie zamiana dwoch wierszy miejscami, a drugim bedzie dodanie do
ustalonego wiersza innego wiersza pomnozonego przez staly. Jak wiadomo,
operacja drugiego rodzaju nie zmienia wyznacznika macierzy, operacja
pierwszego rodzaju natomiast zmienia jego znak, a wiec nie zmienia tego,
czy wyznacznik jest zerowy, czy nie.

Sprowadzajac macierz do postaci schodkowej, najpierw musimy zadbaé o to,
aby w gérnym lewym rogu naszej macierzy znalazl sie jakis niezerowy element.
Jezeli w pierwszej kolumnie sa same zera, to przerywamy nasz algorytm,
gdyz wyznacznik naszej macierzy na pewno jest réwny 0. W przeciwnym
przypadku, jezeli w gérnym lewym rogu jest juz niezerowy element, to nic
nie robimy, a jesli nie, to zamieniamy pierwszy wiersz z ktoryms, w ktorym
w pierwszej kolumnie znajduje si¢ niezerowy element. Nastepnie musimy zadbaé
o to, aby w tej kolumnie nie bylo wiecej niezerowych elementéw, zatem jezeli
w goérnym lewym rogu znajduje sie element a, a w innym wierszu w pierwszej
kolumnie znajduje sie element b, to musimy do tego wiersza dodaé¢ pierwszy
wiersz pomnozony przez _Tb Zatem zrobilidmy juz wszystko, co mielidémy
zrobi¢ z pierwszym wierszem i pierwsza kolumna, i dalej ograniczamy sie do
reszty naszej macierzy, dla ktorej powtarzamy to postepowanie. Konczymy je
w momencie, gdy w macierzy, ktéra nam pozostata, w pierwszej kolumnie sa
same zera (wtedy wyznacznik réwna sie 0) lub gdy szczesliwie dojdziemy do
konica (wtedy wyznacznik jest niezerowy).

Jak ta metoda moze nam pomédc w obliczeniu prawdopodobienstwa, ze
dla kwadratowej macierzy A rozmiaru n X n, w ktérej kazde pole jest
wpisany z réwnym prawdopodobienstwem jaki$ element ciata F', jej
wyznacznik jest niezerowy? Oznaczmy liczbe elementéow ciata F' przez q.
Zastanéwmy si¢ najpierw, jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze bedziemy
mogli wykonaé pierwszg faze algorytmu, czyli ze w pierwszej kolumnie
znajdzie si¢ jaki$ niezerowy element. Aby$my nie mogli jej wykonaé,
w kazdym z n pél pierwszej kolumny musi znalez¢ sie 0, a znajduje sie ono
w kazdym polu z prawdopodobienstwem %. Zatem prawdopodobienstwo
tego, ze bedziemy mogli wykonaé¢ pierwszg faze algorytmu, wynosi 1 — qi
Nietrudno przekonaé sie o tym, ze nie tylko w pierwszej, ale w dowolnej,
i-tej fazie algorytmu, rozkltad prawdopodobienstwa wartosci znajdujacych sie
w polach i-tej kolumny, jest jednostajny. Stosujac analogiczna argumentacje
wnioskujemy, iz prawdopodobienstwo tego, ze bedziemy mogli wykonaé i-ta
faze, o ile bedziemy mogli wykonaé pierwsze ¢ — 1 faz, jest réwne
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Przykladowy graf o szeSciu wierzchotkach
i jego macierz sasiedztwa. Na rysunku
zaznaczono jedno z dwéch pokryé
cyklowych tego grafu, odpowiadajace

permutacji
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Rozwigzanie zadania F 808.

Przez boczng powierzchnie cylindra

nie wydostanie si¢ zaden promien
Swiatla, jesli dla promienia o (skrajnym)
kacie padania 7/2 na dno cylindra kat
padania o na powierzchni¢ boczng bedzie
spelnial nieréwnosé sina > 1/n.

s

W tym przypadku na powierzchni bocznej
nastapi calkowite odbicie. Z geometrii
uktadu wynika, ze

sina = 4/1 — sin? 3,

Stad

sinf3 = 1/n.

MNmin = \/5

Stad otrzymujemy koncowy wynik, ze prawdopodobienstwo wykonania
calego algorytmu, czyli prawdopodobienistwo tego, ze wyznacznik macierzy
bedzie rézny od 0, jest réwne

(2 (D)

Zajmijmy sie teraz nastepujacym problemem. Rozwazmy graf skierowany

o n wierzchotkach, w ktérym dla kazdej uporzadkowanej pary liczb (7, j),
takiej ze 1 < i,j < n, krawedz skierowana od wierzchotka ¢ do wierzchotka j
wystepuje z prawdopodobienstwem % (w szczegdlnosei, w tym grafie moga
wystepowaé petle). Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze w tym grafie jest
nieparzysta liczba pokry¢ cyklowych?

A czym wlasciwie sa pokrycia cyklowe? Otéz pokrycie cyklowe to taki
zbiér n krawedzi grafu, ze z kazdego wierzchotka wychodzi doktadnie
jedna krawedz i do kazdego wierzchotka wchodzi doktadnie jedna krawedz
z tego zbioru. Przedstawia sie ono jako zbiér rozlacznych cykli o tacznej
dtugosci n. Kazde pokrycie cyklowe mozemy utozsamiaé z n-elementowsa,
permutacja o, w ktérej o (i) jest numerem wierzchotka, do ktérego wchodzi
krawedz wychodzaca z wierzchotka o numerze i. Natomiast permutacja o
reprezentuje pokrycie cyklowe, jezeli dla kazdego i = 1,2,...,n istnieje
krawedz z wierzchotka i do wierzchotka o (7).

Zapiszmy nasz graf w postaci macierzy sasiedztwa A, czyli macierzy
kwadratowej o wymiarach n x n, w ktérej w polu (i, j) jest 1, jezeli istnieje
krawedz od wierzchotka ¢ do wierzchotka j, a w przeciwnym przypadku jest
tam 0. A jak na te macierz przenosza si¢ pokrycia cyklowe? Rozpatrzmy
pewne pokrycie cyklowe i zaznaczmy w naszej macierzy pola odpowiadajace
krawedziom nalezacym do pokrycia. Bedzie to n takich pdl, ze zadne
dwa pola nie znajduja si¢ w tym samym wierszu ani w tej samej kolumnie
i, w dodatku, wszystkie te pola maja wartos¢ 1. Zatem iloczyn liczb
w tych polach bedzie réwny 1. A co dzieje si¢ z permutacjami, ktérym
nie odpowiadaja pokrycia cyklowe? Jezeli zaznaczymy w analogiczny
sposob w naszej macierzy pola odpowiadajace potencjalnym krawedziom
z tej permutacji, to skoro nie reprezentowala ona pokrycia cyklowego,
to w co najmniej jednym zaznaczonym polu znajdzie sie¢ 0. W takim
razie iloczyn liczb w tych polach bedzie réwny 0. Mozemy zatem wysunaé
wniosek, ze liczba pokryé cyklowych w tym grafie jest réwna
Z a1,56(1)02,0(2) - - - An,o(n)s
oceSs,
gdzie S, to zbidér wszystkich n-elementowych permutacji, a a; ; to
warto$é pola (i, j) w macierzy sasiedztwa. Powyzsza liczbe nazywa sie tez
permanentem macierzy A. Przypatrzmy sie teraz wzorowi permutacyjnemu
na wyznacznik macierzy:
det A = Z (71)IHV(U)a1,a(1)a2,a(2) -+ Qp o(n)>
g€S,
gdzie Inv(o) jest liczba inwersji w permutacji o, ale dla nas istotne bedzie
to, ze (—1)™v(?) moze przyjmowaé tylko wartosci 1 i —1, a skoro te dwie
liczby sa tej samej parzystosci, zatem permanent i wyznacznik macierzy
calkowitoliczbowej sa tej samej parzystosci. Zauwazmy jeszcze, ze to,
czy wyznacznik takiej macierzy sasiedztwa jest parzysty, to po prostu
pytanie, czy wyznacznik tej macierzy jest zerowy, jezeli potraktujemy
macierz sgsiedztwa jako macierz nad ciatem Zy. W dodatku, sposéb, w jaki
losowalismy krawedzie grafu, odpowiada sposobowi, w jaki losowalismy
elementy macierzy we wczedniejszej czesci artykutu. Z polaczenia tych
faktéw otrzymujemy wniosek, ze prawdopodobienstwo tego, ze liczba
pokryé cyklowych naszego grafu jest nieparzysta, jest réwne
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