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Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,

od 0 do 1 z doktadno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspdélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

Termin nadsytania rozwigzan: 31 V 2012

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw

jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy

regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 637, 638
Redaguje Marcin E. KUCZMA

637. Znalez¢ wszystkie liczby naturalne n>3, dla ktérych zbiér {1,2, ..., n} daje sie
przedstawi¢ jako suma trzech rozlacznych zbioréw o réwnych sumach elementéw.

638. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunek a + b + ¢ > abc. Udowodnié, ze
co najwyzej jedna z liczb

1

jest mniejsza od 1.
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Zadanie 638 zaproponowal pan Pawel Kubit z Krakowa.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2011

Przypominamy tres¢ zadan:

629. Niech n bedzie liczbg naturalng wieksza od 2. Dowiesé, ze ze
zbioru {1, 2,...,n} mozna usunaé¢ dwie liczby tak, by suma liczb,
ktoére pozostaly, byta kwadratem liczby naturalnej.

630. W trojkacie ostrokatnym o bokach dlugosci a, b, ¢ Srodkowa
poprowadzona do boku ¢ ma dlugo$é d. Wykazaé, ze dla kazdej liczby
dodatniej p < 2 zachodzi nieréwnosé
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629. Suma wszystkich liczb w zbiorze {1,2,...,n}
wynosi S = n(n 4+ 1)/2. Suma dwéch liczb z tego zbioru
moze by¢ dowolna liczba naturalng od 3 do 2n — 1.
Usuwamy dwie — suma liczb, ktore pozostaly, moze

by¢ dowolng liczba naturalng od S —2n+1 do S — 3.
Wystarczy wykazaé, ze w przedziale (S — 2n + 1;.S — 3)
znajduje sie jaki$ kwadrat liczby naturalne;j.

Niech m bedzie najwigksza liczba naturalna,

ktoérej kwadrat nie przekracza S — 3. Wowcezas

(m+1)2 > 8 -3, skad m? +2m > S — 3, czyli

m? > S — 3 — 2m. Wystarczy wykazaé, ze prawa strona
ostatniej nieréwnosci jest nie mniejsza niz S — 2n + 1;
czyli ze zachodzi nierownosé m < n — 2.

Dla n = 3,4,5,6 réznica S — 3 wynosi kolejno 3,7,12, 18,
co daje wartosci m = 1,2, 3, 4; mamy réwnos¢ m = n — 2.

Dla n > 7 szacujemy kwadrat liczby m:

2
m2<5—3=¥—3=
:(n_2)2_ (n_2)2(n_7) <(n_2)2

i dostajemy nieréwnosé¢ m < n — 2, ktéra chcielidémy
wykazac.
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630. Przyjmijmy, ze a < b i oznaczmy przez o
miare kata ostrego (lub prostego), jaki
zadana $rodkowa tworzy z prosta,
zawierajaca bok c. Jest to kat
wewnetrzny w trojkacie o bokach
dtugosci a, ¢/2, d, przeciwlegly
bokowi a. Ze wzoru kosinusow:

c? c?
a? =d?>+ — — cedcos, b2:d2+z+cdcosé.

Przepiszmy te zwiazki w postaci
2 2

a’ — (d— g) = cd(1 —cosd) = (d—|— g) — b7
Wiadomo, ze jesli F' jest funkcja $cisle wklesta
(w pewnym przedziale) i jesli k jest stala dodatnia, to
funkcja G(z) = F(x + k) — F(x) jest §cisle malejaca.
Zastosujmy te wlasnosé¢ do funkeji F(x) = 2P/ (Scidle
wklestej w przedziale (0;00), skoro 0 < p < 2) oraz do
stalej dodatniej k = ed(1 — cos§). Tworzymy funkcje
malejaca G(z) = (x + k)P/% — 2P/,

Zauwazmy, ze (d — c¢/2)? < b? (réwnowaznie: |d — c¢/2| < b;
jest to nieréwnosé dla bokdéw jednego z trojkatow,
na ktoére érodkowa dzieli trojkat wyjsciowy). Zatem

(1 5)) o)
czyli

((d— g)Z + k)p/z - (d— %)p > (B2 + k)2 — P

Pamietamy jednak, ze (d — ¢/2)? + k = a?,
b2 +k = (d + ¢/2)?. Otrzymujemy nieréwnosé
a5y (o)
a ( 2 > la+ 5
— czyli teze zadania.



Klub 44

Zadania z fizyki nr 534, 535
Redaguje Fwa CZUCHRY

534. Jaki jest opér miedzy punktami A i B ukladu pokazanego na rysunku 17

535. Szpulka nici toczy si¢ bez poslizgu po poziomej powierzchni. Predkosé konca
nitki jest skierowana poziomo i ma wartosé¢ vy, wewnetrzny i zewnetrzny promien
szpulki to r i R odpowiednio. Na szpulce opiera sie deseczka zaczepiona zawiasem
w punkcie A (rys. 2). Znalezé predkosé katowa w deseczki w zaleznodci od kata a.

Jak widaé, Jerzy B. Brojan, po ponad 21 latach sterowania nawg
Ligi Fizycznej, przekazuje dowodztwo Ewie Czuchry. W imieniu redakcji

sktadam dotychczasowemu Redaktorowt: serdeczne podziekowania
1 jednoczesnie zapewniam, iz dotozZymy wszelkich staran, by Liga
utrzymata swqg dotychczasowg range.

Marek Kordos

Rozwigzania zadan z numeru 11/2011
Redaguje Jerzy B. BROJAN

Przypominamy tres¢ zadan:

526. Ponizej linii przerywanej (p. rys. 3) wystepuje jednorodne, prostopadte do plaszczyzny rysunku
i zmienne w czasie pole magnetyczne, a powyzej tej linii pola nie ma (B = 0). Opornosci opornikéw
sa jednakowe, jednakowe sa takze trzy pola powierzchni objete oczkami obwodu: miedzy linig
przerywana a srodkowym woltomierzem, miedzy srodkowym woltomierzem a dolnym opornikiem oraz
miedzy dolnym opornikiem a dolnym woltomierzem. Jesli dolny woltomierz wskazuje 1V, to jakie

jest wskazanie pozostalych woltomierzy?

Rys. 2 527. Lodéwka pobiera cieplo od ciala A o temperaturze Ty = —5°C i oddaje ciepto otoczeniu

o temperaturze Ty = 20°C, dzialajac na nastepujacej zasadzie. Naczynie o stalej objetosci

poczatkowo zawiera powietrze atmosferyczne o temperaturze T i ci$nieniu pg = 10° Pa, nastepnie
przy zachowaniu doskonalej izolacji termicznej pompa prézniowa obniza cisnienie w naczyniu do
osiagniecia temperatury 7. Dalej odpompowuje si¢ powietrze az do stanu bliskiego prézni, przy
czym temperatura pozostaje rowna Th wskutek pobierania ciepta od A. Nastepnie naczynie jest
ponownie napelniane powietrzem atmosferycznym i cykl si¢ powtarza. Ile wynosi minimalna warto$¢
2\ pracy pompy niezbednej do odprowadzenia 1J ciepta od A?

Pompa zawiera niewielki cylinder pozostajacy stale w temperaturze Ty i ttok. Otwarcie zaworu
laczacego cylinder z naczyniem nastepuje w chwili dojscia ttoka ,,do konca” (objetosé cylindra
réwna zeru), po osiggnieciu przez tlok polozenia przeciwnego nastepuje zamkniecie tego zaworu,

a po cofnigciu tloka do polozenia, w ktérym powietrze pobrane z naczynia zostanie sprezone do
ci$nienia pg, nastepuje otwarcie zaworu umozliwiajacego odprowadzenie na zewnatrz sprezonej
partii gazu. Ten zawér zostaje zamkniety tuz przed otwarciem pierwszego. Na kazdy cykl przemian

w naczyniu prézniowym przypada wiele cykli pracy pompy. Powietrze nalezy uwazaé za gaz

Rys. 3 doskonaly o cieple molowym Cy réwnym (5/2)R.

526. Oznaczmy silte elektromotoryczng indukeji w kazdym
oczku jako £ i przyjmijmy, ze ma ona zwrot prawoskretny
— oczywiscie wtedy prad plynie przez oba oporniki
prawoskretnie. Napiecia na woltomierzach (Ui, Uz i Us)
niech beda dodatnie, gdy plus jest po prawej stronie.

Dla kolejnych oczek obowiazuja réwnania

0=—-U, — IR,
E=Us+ IR, E=-Us+IR, E=Us—IR.
Widzimy, ze Uz =0, Uy = —3Us = —0,5 V.

527. Oznaczmy symbolami ng i n; poczatkowy liczbe moli
powietrza w naczyniu oraz liczbe moli w chwili osiagniecia
temperatury Ti. Z réwnania adiabaty w zmiennych p—T'
pT?/ =7 = const,
gdzie v = Cp,/Cy = 1,4, po przeksztalceniach znajdujemy nq:
T\ Y/ O=1
n1 =no| = .
! 0(%)
Wyznaczymy teraz prace pompy prézniowej przy
odpompowaniu niewielkiej ilosci powietrza dn, przy zalozeniu,
ze ci$nienie w naczyniu pozostaje w przyblizeniu state
i réwne p. Jesli objeto$é cylindra pompy jest réwna Ve
(zgodnie z podanym zalozeniem V. jest znacznie mniejsze
od objetosci naczynia), to wejdzie do niego dn = pV./RTy
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moli powietrza, a praca przeciw sile parcia z zewnatrz
wyniesie Wi = (po — p)Ve. Sprezanie powietrza w cylindrze
zachodzi izotermicznie, zatem praca

Ve
W2:/(po—P')dV:/ (po—pv)dV,
Ve

c

gdzie dolna granica catki odpowiada zerowaniu si¢ wyrazenia
podcatkowego. Praca catkowita jest réznica Wi — Wa
i okazuje si¢ rowna
dW = W1 — WQ = RT() hl(po/p) . dn.
Podczas odpompowania adiabatycznego ci$nienie p zalezy
od liczby moli n pozostalej w naczyniu wg réwnania
p = po(n/no)” i w wyniku calkowania otrzymujemy

no p()
Wad:RTo/ In (?) dn =

1

B 1 To
_RT()’y(no n1<1+7711n(T1>))

Dla odpompowania izotermicznego zaleznos$é p(n) ma postaé
p=n- poTl/noTo i catkowanie daje wynik

0 To
Wizot = RTi 1+ ——1 (—))
¢ Onl( + v—1 " Ty

Pozostaje obliczenie ciepta pobranego podczas
odpompowania izotermicznego. W ,zwyklej” przemianie



izotermicznej (tzn. gdy n = const, V jest zmienna) cieplo to
jest réwne

dQ = —dW = pdV.
Tutaj zamiast zmiany objetosci nalezy wprowadzié¢
zmiang liczby moli dn, ktéra jest rownowazna dV/,
o ile dV/V = —dn/n. Dlatego dQ = —RT1dn, a jesli stanem
koncowym jest préznia, to @ = RT1n1. Szukany iloraz

dla danych Ty, 71 i v przyjmuje wartos¢ 1,48, co mozna
poréwnad z

To

T 1=0,093
dla cyklu Carnota. Gléwnym powodem tej duzej
rozbieznoéci jest nieodwracalno$é wpuszczenia powietrza
atmosferycznego do opréznionego naczynia — gdyby

Wad + Wizot _ To(yno — yn1 +na1) wykorzysta¢ prace ci$nienia atmosferycznego w tej fazie
Q Tina (odjac ja od Waa + Wizt ), to warto$é n zmalataby do 0,109.
Marzec Marcowe noce sg jeszcze dosyé dlugie, a ze juz coraz cieplejsze, zachecaja do

obserwacji. Nisko, nad potudniowo-zachodnim horyzontem, na pograniczu Barana,
Wieloryba i Ryb, wschodzié¢ bedzie Jowisz (—2,2 mag). Cho¢ mozemy podziwiaé
go przez caly miesiac, to jednak z kazdym dniem bedzie zachodzit coraz wczesdniej,
w pierwszej polowie nocy. Podobnie tez wyjatkowo jasng Wenus (—4,2 mag),

Saturn (+0,4 mag).

pojawiajaca sie w Rybach nad zachodnim horyzontem, obserwowaé¢ mozna bedzie
przez caly miesiac, ale jedynie wieczorem. Tuz po zachodzie Stonica, na wschodzie,
w gwiazdozbiorze Lwa, ujrzymy Marsa (—1,2 mag) — do korica miesiaca widoczny
on bedzie przez cala noc. Pé6Znym wieczorem w Pannie wschodzi nieco ciemniejszy

Neptun, podobnie jak Merkury i Uran, pojawia sie nad horyzontem w blasku
wschodzacego Stonca. Najwczesniej wschodzi Uran, ale ze wzgledu na swa niewielka,
jasno$é (+5,9 mag) i wschodzace Storice raczej nie bedzie si¢ nadawal do obserwacji.

W marcowe noce warto spojrze¢ na gwiazdozbiér Lwa. Latwo go odnalezé,

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
522 (WT = 2,10) i 523 (WT = 2,00)
z numeru 9/2011
Tomasz Wietecha Tarnéw 45,71

Jacek Piotrowski Rzeszow 38,72
Michal Kozlik Gliwice 30,22

Osmy raz przebieglt Pan Tomasz
mete 44 punktéw w Klubie 44 F!

bowiem lezy tuz pod gorujaca niemal w zenicie Wielkg NiedZzwiedzica. Jest to
dosy¢ rozlegta i bogata w gwiazdy konstelacja — przy dobrej pogodzie nawet
nieuzbrojonym okiem mozemy dostrzec 70 gwiazd. Najjasniejsza gwiazda i sercem
Lwa jest Regulus (« Leo). Nazwe te, oznaczajaca ,,Malego Kréla”, nadal mu
Mikotaj Kopernik. Z jasnoscig +1,35 mag jest Regulus jedna z najjasniejszych
gwiazd naszego nieba, ale nie to czyni go ciekawym obiektem. Juz za pomoca
niewielkiej lornetki dostrzezemy, ze jest to gwiazda podwdjna. Sktadnik gtéwny
jest kartem typu widmowego B7 i jasnosci 150 razy wigkszej niz Storice. Natomiast
sktadnik wtérny w niewielkim teleskopie sam okazuje sie uktadem dwoch kartow

(Regulus B i C) o typach widmowych K2 i M4 oraz jasno$ciach, odpowiednio,
+8,1 mag i +13,5 mag. Separacja tych sktadnikéw wynosi 100 jednostek
astronomicznych, a okres orbitalny 2000 lat. Uktad Regulus B i C jest oddalony
od sktadnika A o 4200 jednostek astronomicznych. Zupelnie niedawno, bo

w 2008 roku, odkryto, ze Regulus A ma jeszcze jednego, stabego towarzysza. Jest
nim bialy karzel o masie okolo 0,3 Mg, obiegajacy sktadnik gtéwny z okresem
40,11 dnia w odlegtoéci prawdopodobnie 0,35 jednostki astronomicznej. Uktad ten
(Regulus A i bialy karzel) jest szczegélnie ciekawy ze wzgledu na wieksza gwiazde.
Regulus A, przy promieniu kilka razy wiekszym niz promien Storica, obraca sig¢
wokél swojej osi z okresem 15,9 godziny. Dla poréwnania okres rotacji Stonca
wynosi, w zaleznosci od szerokosci heliograficznej, od 25 dni na réwniku do 31 dni
na biegunach. Predkosé rotacji Regulusa A jest bliska wartosci, przy ktoérej sita
odsrodkowa staje sie wigksza niz grawitacja i gwiazda moze ulec zniszczeniu. Przy
tak krotkim okresie obrotu gwiazda jest mocno splaszczona, promien biegunowy

wynosi 3,15 promienia Stonca (3,15 Rg), réwnikowy za$ az 4,16 Re. Nie jest

jasne, czy orbita biatego karta, krazacego wokoét tak zdeformowanej gwiazdy, jest

Rozwigzanie zadania M 1344.

Dla kazdej pary uczniéw popatrzmy na
zbiér zadan, ktérych zaden z dwojki

nie rozwigzal. Tych zbioréw jest (lgo)'
Chcemy pokazac, ze przynajmniej jeden
z nich jest pusty. Zauwazmy, ze dla
kazdego zadania istnieje co najwyzej 44
uczniow, ktérzy go nie rozwigzali. Zatem
kazde zadanie nalezy do co najwyzej
(121) sposréd naszych zbioréw.
Niepustych zbioréw jest wiec co najwyzej
5- (%) = 4730 < 4950 = ('°). Zatem
istnieje para uczniéw, dla ktoérej zbiér
zadan, ktérych zaden z uczniéw z pary
nie rozwigzal, jest pusty.
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stabilna, a zatem jaka bedzie przysztos¢ tego skomplikowanego uktadu.

Petnia Ksiezyca przypada 8 111, a now 22 III. Wiosna rozpoczyna

si¢ 20 III. W marcu mozna bedzie obserwowaé szereg koniunkcji:

13 IIT Antaresa z Ksigzycem (kiedy to odlegto$é miedzy nimi wynosié

bedzie 4°44°), 14 TIT Wenus i Jowisza (3°01"), 25 IIT Ksiezyca i Jowisza (3°01’)
oraz 26 111 Ksiezyca i Wenus (1°50°). Tylko trzy roje meteoréw o $redniej
aktywnosci beda mialy swoje maksima w marcu: 13 III Gamma Normidy,

z przewidywanymi 8 zjawiskami na godzine, Virginidy (obecnie Antyhelion), kilka
maksiméw w okresie od 15 III do 15 IV z 5 zjawiskami na godzine, oraz 30 III
Delta Pavonidy, réwniez z 5 zjawiskami na godzine. Zatem czystego niebal

Agnieszka MAJCZYNA



