Co moga nam dac¢ ciezary i wypory?
Marek KORDOS

W Delcie 6/2011 Jerzy Zabczyk przytoczyl anegdote o Feynmanie w zwiazku
z pewnym geometrycznym zadaniem efektownie umieszczonym przez

Hugona Steinhausa w Kalejdoskopie matematycznym (o czym Feynman

nie wiedzial) i zaproponowal Czytelnikom atrakcyjne zadania.

Warto moze uzupehié te historie opowiescig o ogdlniejszym problemie zawartym
w wydanej w 1896 roku pracy E.J. Routha:

czy mozna obliczyc, jakq cze$c¢ pola trojkgta ABC' stanowi pole trojkgta K LM,
a jakg pole tréjkata PQR (patrz rys. 1), gdy wiemy, ze
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Jak mozna sie domysli¢, odpowiedz jest pozytywna. Konkretnie:
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gdzie Axyz oznacza pole trojkgta XY Z.

Najbardziej elegancki dowdd prowadzi przez nowe pojecie: wspdlrzedne
barycentryczne, znacznie zreszta wazniejsze od twierdzenia Routha. Wywodzi
sie ono z fizyki (Feynman by sie ucieszyl). Ale po kolei.

Srodek ciezkosci

Zastanéwmy sie, jakie ciezary nalezy umiesci¢ w wierzcholkach (niewazkiego)
tréjkata, aby jego srodek ciezkodci znalazl sie we wskazanym punkcie
jego wnetrza.

Moze lepiej zaczaé¢ od prostszego pytania: jakie ciezary my i mp nalezy umiescié
w koncach (niewazkiego) odcinka AB, aby jego srodek ciezkosci znalazl sie we
wskazanym punkcie X tego odcinka. Sprawa prosta — znamy ja z lekcji fizyki
(ramie razy sila):
(1) ma-AX =mp- XB, czyli :—2:%.
Jesli zatem mamy w wierzchotkach tréjkata ABC' umieszczone, odpowiednio,
ciezary ma4, mp i m¢, to mozemy pierwsze dwa z nich zastapié¢ ciezarem
ma + mp umieszczonym w opisanym przez (1) punkcie X, a nastepnie znalezé
srodek ciezkosci dla tak obciazonego odcinka CX — bedzie to zgodnie z (1)
punkt P, spelniajacy zaleznos¢
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(2) ma+mp PC’

Majac wigc dane cigzary umieszczone w punktach A, B, C', mozemy znalezé
punkt P i odwrotnie: majac punkt P lezacy wewnatrz trojkata ABC, mozemy
zgodnie z (1) i (2) tak dobraé ciezary, jakie nalezy umiescié¢ w A, B i C, aby
w P byt ich $rodek cigzkosci.

Wniosek 1 (spodziewany). Jesli tréjki (ma, mp,mc) @ (m/y, mly,m¢) sa
proporcjonalne, to wyznaczajg ten sam $rodek ciezkosci.

Ale jest tez (uzasadniajacy umieszczenie na rysunku 2 niepotrzebnych dotad
odcinkéw AP i BP)

Whiosek 2 (niespodziewany): ma : mp : me = Apop : Acap : Aapp.

Rzeczywiscie, mamy bowiem
ma XB Apcx Appx  Apcx —Appx  Apcp _ Apcp
mp  AX  Aaxc Aaxp Aaxc—ADaxp Aapc  Acap

Rowno$é pozostalych stosunkéw uzasadniamy analogicznie.
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Rys. 3
Gdzie jest srodek cigzkosci S, gdy
ma=mp =1, mec =—17

B
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A
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Dla A i B érodek ciezkosci (z cigzarem 2)
to M — $rodek odcinka AB. Zgodnie z (1)
mamy
-1
2 mar

M3
= , czyli SC = —2773,
s

a wiec M jest rowniez srodkiem C'S,
innymi stowy ACBS jest
réwnolegltobokiem.

mc

Czytelnik Bystry dostrzeze, ze
znajdowanie $rodka ciezkosci dla dwéch
punktéw z cigzarami tego samego
znaku odpowiada dzwigni dwustronnej,
a z cigzarami przeciwnych znakéw —
jednostronnej.

Funkcja n zmiennych jest jednorodna
stopnia k, jesli dla kazdego A zachodzi
f(Az1, Aza, ..., Azy,) =

=2 f(ar, 2o, ...
Jesli f jest wielomianem, warunek
jednorodnoéci oznacza, ze wszystkie
jego wyrazy sa tego samego stopnia;
np. % + 22%y? — Twyz? jest funkcja
jednorodng stopnia 4 trzech zmiennych.

Tn ).

Moze kogo$ zastanowi¢ dziwna kolejnosé wymieniania wierzchotkéw tréjkatow.
Jest ona jednak przemyslana. A bierze si¢ stad, aby napisane zaleznosci
nie zmienily sie, gdy dopuscimy cigzary ujemne.

Wypbr

Juz Archimedes wiedzial, ze efektywna silta ciezkosci moze dzialaé¢ zaréwno

w dol, jak i do géry. Te druga sytuacje obserwujemy np. przy wznoszeniu sie
balonu. Archimedes (zapewne) balonéw nie widzial, ale mial do czynienia

z ciezszymi od wody statkami, ktére mimo tego unosza sie na jej powierzchni,
i jest autorem znanego prawa, ktére mowi wtasnie o ujemnych ciezarach,
czyli o wyporze (dla XIX-wiecznych pensjonarek ozdobiono je widokiem
wyskakujacego z wanny nagiego mezczyzny).

O ile ograniczenie sie do dodatnich ciezaréw pozwalalo utozsamiaé¢ z obciazeniami
wierzcholkéw trojkata ABC punkty jego wnetrza (i brzegu), to dopuszcezenie
ciezarow ujemnych pozwala przez obciazanie tych wierzchotkéow otrzymac srodek
ciezkosci w dowolnym punkcie plaszczyzny trojkata ABC.

Nalezy tylko zamiast odcinkow rozpatrywaé wektory, a zamiast tréjkatéw — trojkaty
zorientowane, czyli takie, ktérych pola réznia sie znakami, gdy wierzchotki obiegane
sawinnej (cyklicznej) kolejnoscei (bo sa tylko dwie mozliwosei — prawda?). Wszystkie
wzory zostaly wyzej napisane tak, aby ta zmiana nie psula ich poprawnosci (dla
wprawy prosze przesledzi¢ dowéd Wniosku 2 w sytuacji z rysunku 3).

Wspoélrzedne barycentryczne

7 opisanych wyzej obserwacji Ferdinand Mobius wyciagnat wniosek, ze mozna
zamiast tradycyjnych wspolrzednych kartezjanskich wprowadzi¢ wspétrzedne
oparte na ciezarach i wyporach. Mianowicie, na plaszczyznie obieramy (dowolnie)
trojkat A As Az (nazywaé go bedziemy ukladem odniesienia), a kazdemu
punktowi P plaszczyzny przypisujemy ciezary /wypory (mq,ma, ms) takie, by po
umieszczeniu ich w punktach Aq, Ao, A3 $rodek ciezkosci wypadl w P. Te trojke
(m1,ma, m3) nazywamy wspélrzednymi barycentrycznymi punktu P. Warto
zwrdci¢ uwage na dwie zasadnicze réznice miedzy wspotrzednymi, do ktorych
jestesmy przyzwyczajeni, a wspolrzednymi barycentrycznymi.

O pierwszej traktuje Wniosek 1: wspélrzedne barycentryczne dane sa

z doktadnoscig do proporcjonalnosci, mowimy, ze sa jednorodne. Wynika

z tego fakt, ze wszystkie wyrazenia opisujace rézne geometryczne sytuacje

za pomocg wspotrzednych barycentrycznych musza byé odporne na zmianeg
wszystkich wystepujacych w nich wspoélrzednych na proporcjonalne. Takie
funkcje, tez nazywane jednorodnymi, maja duzo korzystnych wlasnosci, ktérych
nie bedziemy tu opisywac, ale ktére sa powodem, ze wszelkie nowoczesne teorie
geometryczne korzystaja z tych wlasnie wspoétrzednych.

Druga réznica to fakt, ze jesli suma cigzaréw /wyporéw w tréjce (my, ma, ms)
jest réwna zeru, ale nie jest to trojka (0,0,0), to na plaszczyZnie nie ma
punktu, ktéry bylby srodkiem ciezkosci tak obciazonego uktadu odniesienia

— latwo zauwazy¢, ze juz dwa punkty obciazone odpowiednio ciezarem 1

i wyporem —1 nie maja Srodka ciezko$ci. Wobec tego mozna dla tych obciazen
do plaszczyzny dolaczy¢ idealne punkty bedace wyimaginowanymi ich srodkami
ciezkosci. Tak wzbogacona plaszczyzna nazywa sie plaszczyzna rzutowa — znéw
nie bedziemy tu przytaczali jej rewelacyjnych wlasnosci, tylko odeslemy do
artykulu Marii Donten-Bury w Delcie 6/2011.

A tu zajmiemy sie wiec ,zwyklymi” punktami, czyli tymi, dla ktérych suma ich
wspolrzednych barycentrycznych jest rézna od zera. Jedli tak jest, to sposrod
roznych tréjek (mq, me, m3), wyznaczajacych dany punkt P, mozemy wybraé te
(jedyna), dla ktérej suma wspoélrzednych wynosi 1 — o tej trdjce (mq, me, ms)
méwimy, ze to wspdirzedne arealne punktu P. Od razu zauwazmy, ze dwie

z tych wspoélrzednych wyznaczaja trzecia. Te wspolrzedne arealne pozwalaja
wskazaé zwiazek miedzy wspdlrzednymi kartezjanskimi (nawet uko$nokatnymi)
a wspolrzednymi barycentrycznymi.
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Korzystamy tu z faktu, ze tréjkat,
ktérego wierzchotki maja w kartezjanskim
ukladzie wspélrzednych wspélrzedne
(p1,p2), (q1,92), (r1,7r2), ma pole

llpi—r1 p2—ro

2| —r1 g2—r2|’
Warto dodaé uwage, ze gdy uklad
wspdélrzednych nie jest prostokatny, za
jednostke pola przyjmujemy tutaj (jak
w uktladzie prostokatnym) podwojone
pole tréjkata utworzonego przez wektory
jednostkowe osi.

Czytelnik Niedoinformowany w kwestii
wyznacznikéw moze w tych i dalszych
rachunkach przyjaé, ze wyznaczniki sg
inng forma zapisu liczb:

air a2 | _
= ai1G22 — a12021

a3zl az2 ass
= a11a22a33 + ai2a23a31 + aizaszaz1 +
— (a11a23a32 + a12a21a33 + aizaziasz),

co pozwoli mu arytmetycznie sprawdzié,
czy nie ma gdzie$§ bledu.

WeZzmy pod uwage dla punktu A; obciazenie (1,0,0), dla Ay obciazenie (0, 1,0)
i dla Az obciazenie (0,0, 1). To sa zreszta ich wspélrzedne arealne. Potraktujmy
pierwsze dwie wspolrzedne tych punktow jako ich wspélrzedne kartezjanskie.
Zastanéwmy sie teraz, jakie arealne obcigzenia uktadu odniesienia umieszcza
srodek ciezkosci w punkcie P o kartezjanskich wspélrzednych (x, ).

Poszukiwane wspélrzedne arealne punktu P oznaczmy przez (mq, me, ms).
Z Whniosku 2 wynika (rys. 4), ze skoro mj + mq + ms = 1, to
Ap,asp = M1A4, 4545,
a rownos¢ ta prowadzi do rachunku
1
Ty ‘ — 9. ‘ 1 0 ‘ _

Meglg =™

i, analogicznie, y = ma.

Okazuje sie wigc, ze wspdlrzedne arealne to zwykle wspolrzedne uzupelnione
tylko trzecig liczba, dopelniajaca ich sume do jedynki. Pozwala to na

nastepujacy rachunek dla punktéw P = (p1,p2,p3), Q = (¢1,92,93),
R = (r1,72,73), danych przez swoje wspdlrzedne arealne:

1
A 71171—7"1 Po — 1 71171 P2 . 71171 P2 P3
PQR =5 o _ = a1 Q2 = a 492 Q3
hi—n @-r 2 ry re 1 2 re o Tre T3

Wobec tego punkty P, Q, R sa wspdlliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy

b1 P2 P3
@ g2 g3|=0.
T T2 T3
Stad réwnanie prostej PQ to
pPr P2 D3

@ 2 g|=0,
r1 T I3

czyli

(3) T - P2 P3 p1 D3 p1 P2

a2 g3 a1 g3 a Qg2
Jak tatwo zauwazy¢, réwnanie to nie zmieni sig, gdy przejdziemy do dowolnych
wspolrzednych barycentrycznych.

+.’£3“

Dowdd twierdzenia Routha

jest teraz czysto rachunkowy. Jesli za uklad odniesienia wspolrzednych

barycentrycznych przyjmiemy trojkat ABC, to jego wierzchotki beda miaty

odpowiednio wspolrzedne (1,0,0), (0,1,0) i (0,0, 1) i pole tego tréjkata bedzie
1

réowne —.
2

Wspélrzedne punktu K (rys. 1) obliczamy ze wzoru (1) — skoro ramiona maja
by¢ w stosunku 1 : \, wiec ciezary musza by¢ odwrotnie proporcjonalne, co
daje 0w A, A\ w Bilw C, czyli wspélrzedne barycentryczne K to (0, A, 1).
Ze wzoru (3) mamy réwnanie prostej AK: xo = Axs. Analogicznie dostajemy
wspOlrzedne L: (1,0, 1) i réwnanie prostej BL: x5 = pxq oraz wspolrzedne M:
(v,1,0) i réwnanie prostej CM: x1 = vas. Rozwiazujac wszystkie trzy uklady
par tych réownan, otrzymujemy wspélrzedne P: (1, Ay, i), wspolrzedne Q:

(v, 1, uv) 1 wspélrzedne R: (vA, A, 1).

Trzeba jeszcze pamietaé, ze do obliczania pdl trojkatow uzywamy wspdlrzednych
arealnych, a te otrzymac¢ mozna, dzielac dowolne wspélrzedne barycentryczne
przez ich sume. Obliczamy wiec pole trojkata K LM:

0 XN 1
0 A 1 L0 p
L T S S B v 1.0 1 A + 1
2| mHL #61 2 MDD+ +D) 2 A+D(p+ D +1)
PAS S|
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Rys. 5. Trojkat K LM znika, ale
gdzie jest teraz tréjkat PQR?

C

Rys. 6. A teraz znika tréjkat PQR.

oraz — analogicznie — pole trojkata PQR:

I Apop
v 1 v
1 vA A 1
2 M+ p+ D) +v+D)EA+A+1)
1 1+ (A\pv)? 4+ Ay — 3uv B
T2t p D) v+ EA AR

1 (Apv —1)2
2 M+ p+1)(pr+rv+1)WA+A+1)’

co konczy dowodd.

Steinhaus, Chung, Feynman, Menelaos, Ceva...

Steinhaus w Kalejdoskopie matematycznym (i Chung, chcac zazartowaé
z Feynmana) pyta tylko o pole tréjkata PQR i tylko w przypadku, gdy
A=p=v= 3 Zagadnienie, w sytuacji gdy wszystkie wspolczynniki sg réwne,
przedstawia sie o wiele prosciej: otrzymujemy dla stosunku pola KLM i PQR
do pola ABC

DS (A% —1)2 A2 =12\ —1)3 (A—1)3

A+DF D (EA+1)3 (2FA+1p3(A—1p8 AN —1

1 1.1
codla A = 3 daje 3 i - (ten ostatni wynik mial wlasnie obliczy¢ Feynman —
mogt tez zajrzeé do wielokrotnie od 1938 r. wznawianego w USA Mathematical

Snapshots, czyli Kalejdoskopu).

Ale twierdzenie Routha ma o wiele ciekawsze przypadki szczegdlne:

e gdy \uv = —1, punkty K, L, M lezq na jednej prostej (rys. 5);

e gdy \uv = 1, proste AK, BL i CM przecinajq sie w jednym punkcie (rys. 6),
co nie wymaga juz zadnego dowodu. Fakty te znane sa jako twierdzenie

Menelaosa i twierdzenie Cevy. Czytelnik Zaangazowany potrafi z pewnoscia
podac jeszcze inne wnioski z twierdzenia Routha.

m Zadania

\./

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 807. Punktowe zrédlo swiatta S oswietla przezroczysta kulke. Dzigki przestonie padaja
na nig tylko promienie biegnace blisko osi k taczacej S ze $rodkiem kulki. W efekcie

w odleglosci b za kulka powstal obraz Zrodta S. Kulke przecieto przez $rodek prostopadle
do k i powierzchnie przeciecia posrebrzono. Gdzie teraz znajduje si¢ obraz zrédta S7
Rozwigzanie na str. 11

F 808. Punktowe zrédlo swiatta znajduje sie pod dnem cylindra na jego osi. Cylinder jest
wykonany z materiatu o wspétczynniku zatamania n. Dla jakiej najmniejszej wartosci n
ani jeden promien swiatta nie wydostanie si¢ przez powierzchni¢ boczna na zewnatrz?
Rozwiazanie na str. 9

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1342. Méwimy, ze funkcja f: R — R ma cykl dlugosci n o poczatku xo, gdy istnieje
takie zo, ze liczby zo, 1 = f(20), x2 = f(x1), ..., Tn—1 = f(Tn—2) sa parami rézne,
zas T, = f(zn_1) = xo. Udowodnié, ze jesli wielomian o wspo6lczynnikach catkowitych
ma cykl o poczatku bedacym liczbg catkowita, to jest on dtugosci 1 lub 2.
Rozwigzanie na str. 20

M 1343. Trzy okregi o jednakowym promieniu r maja doktadnie jeden punkt
wspélny D i przecinaja si¢ parami jeszcze w punktach A, B i C. Udowodnié¢, ze okrag
wyznaczony przez punkty A, B i C réwniez ma promien dlugosci r.

Rozwigzanie na str. 19

M 1344. W zawodach matematycznych wzielo udzial 100 uczniéw. Mieli oni

do rozwiazania 5 zadan. Wiadomo, ze kazde zadanie zostalo rozwigzane przez
przynajmniej 56 uczniéw. Wykazac, ze mozna wskaza¢ takich dwoch uczniow, ze kazde
zadanie zostalo rozwiazane przynajmniej przez jednego z nich.

Rozwigzanie na str. 24

7



