Suma nieskonczona — co to jest?

Zmarly ojciec zostawil Janowi i Jozefowi
w spadku jeden cudowny miecz. Ustalili,
ze w pierwszym roku miecz bedzie

u Jana, w drugim u Jézefa, w trzecim
znéw u Jana itd. W ten sposéb podzielili
spadek na pél. Taka bajeczka miata

w XVIII w. przemawiaé za stusznoécia
wzoru ($).
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W roéznych sytuacjach pojawiaja sie sumy nieskonczenie wielu sktadnikéw.
Juz w szkotach podstawowych pojawiaja sie obiekty typu 7132,32323232323 ...
Nalezy, oczywiscie, rozumieé, ze chodzi o liczbe

7130 + 2,3 4 0,023 4 0,00023 + 0,0000023 + . ..
Oznaczajac ¢ = 2,3 + 0,023 4+ 0,00023 + 0,0000023 + . . ., otrzymujemy
ré6wnosé x = 2,3 + 1%, z ktérej wnioskujemy, ze x = Zo = 230 = 232

0,99 — 99 99°

zatem 7132,32323232323... = 7132%. Rozumowanie to mozemy uogdlnic.
Obliczmy sume S = a + aq + aq® + ag® + ... — w podanym wczeéniej przykladzie
bylo a = 2,3 oraz ¢ = ﬁ. Mamy

S=a+aqg+aq® +ag®+...=a+qla+aqg+ag®+...)=a+qS,
wige jesli tylko ¢ # 1, to a + ag + ag® + ag® + ... = § = 2. Podstawiajac
a =1, ¢q=—1, otrzymujemy réwnos¢
$) I —l4l—l41-14..—— -1
( SR ey Rt %
Jednak mamy tez
1-1+1-141-14...=1-H)+(1-1)4+(1-1)+...=04+0+0+...=0
oraz
I1-141-14+1—-1+...=14+(-1+1)+(-1+1)+...=1404+0+...=1.

Wobec tego % = 0 =1, co nawet absolwentom wspolczesnych szkol moze wydaé
sie podejrzane.

Tylko nieliczni zakwestionowaliby réwnosé
I 1+1 1+1 1+1 1+1 1+1 1+1 1+1 B
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
_ 1 1 n 1 1 1 n 1 1 1 n 1 1 1 n
7 2 43 6 8 5 10 12 7 14 16
W koncu po obu stronach réwnosci wystepuja te same liczby, co prawda
kolejnoéé¢ sktadnikéw jest inna, ale sa to te same sktadniki. Jednak zachodza

,oczywiste” réownosci
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7 tych réwnosci wynika od razu, ze
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co wyglada 7le, bo zachodzi oczywista nieréwnosé
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— w kazdym nawiasie jest liczba dodatnia, a po pomnozeniu liczby dodatniej
przez 2 otrzymujemy liczbe wieksza od wyjsciowe;j!
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Niels Abel (1802-1829): Z wyjatkiem
szeregu geometrycznego nie istnieje

w matematyce ani jeden szereg, ktérego
sume mozna dokladnie zdefiniowad.
Céz, $wiat sie powoli zmienia. . .

Jasne tez jest, ze

CDE DGt
(D6 (D (1) ()
(G600 () o) -

. 1+1 1+1 1+1 1+1 1+1 +
- 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 T
+1 1+1 1+1 1+1 1+1 1+ .
7 8 &8 9 9 10 10 11 11 12 7
wiec suma

DG ) ()

jest liczba z przedzialu (%, 1), zatem nie uratuje nas ani réwnosé 2 -0 = 0, ani
2.00=00.

Takich rozumowan, prowadzacych do wynikéw sprzecznych ze zdrowym rozsadkiem,
mozna podaé¢ dowolnie wiele. Po to, by méc porozumiewac si¢ i mie¢ szanse na
poprawne rozumowania, trzeba zdefiniowa¢ sume nieskoniczona. Potem trzeba sie
zastanowi¢ nad wlasnodciami dziatan w nowej sytuacji.

Suma nieskonczona, czyli sumg szeregu o wyrazach ag, a1, as, . . ., nazywamy
granice lim, . S, ciagu sum czesciowych, ktérego kolejnymi wyrazami sg sumy
poczatkowych wyrazéw ciagu (a,): so = ag, $1 = ap + a1, S2 = ap + a1 + as, ...

Jesli suma szeregu jest skonczona, to méwimy, ze szereg jest zbiezny. Jesli
suma szeregu jest nieskonczona lub jesli ciag sum cze$ciowych szeregu nie ma
granicy, to mowimy o szeregu rozbieznym. Jesli szereg ma sume, skonczona lub
nieskoficzona, to oznaczamy ja symbolem

ag+ay +as+... lub Zan.

W $wietle tej definicji suma 1—1+1—-141—1+ ... po prostu nie istnieje,
bo cigg sum czeéciowych wyglada tak: 1,0,1,0,1,0,..., wiec nie ma granicy.
Podobnie nie jest prawda, ze 1 +2+4+8+ 16+ ... = ﬁ = —1, bo

w ,wyprowadzeniu” wzoru a 4+ aq + aq®> + aq® + ... = ﬁ traktowaliSmy sume
a+aq+ ag? + ag® + ... jak liczbe, a ta suma jest réwna +o0o — po drodze
odejmowaliSmy +o0o od +00, a tego dzialania sensownie zdefiniowaé nie sposob.

Suma
1 + 1+1 1+1 1+1 1+1 1+
2 3 4 5 6 7 8 9 10 12
jest dobrze zdefiniowana, co tatwo mozna wykazac:
1 1<1 1+1 1<1 1+1 1+1 1
2 2 3 4 2 3 4 5 6
11 1 1 1 1 1
<l-c-+s—-—"+-—=c+-—3

—-><...,
2 3 4 5 6 7 8
wiec ciag ,,parzystych” sum czedciowych jest rosnacy, podobnie
1>1 1-l-1>1 l-l-l 1-l-1>1 1+1 1+1 1—|—1>
2 3 2 3 4 5 2 3 4 5 6 7 7

wiec ciag ,nieparzystych” sum czeSciowych maleje, a ich réznica dazy do zera,
zatem oba maja te sama granice, wobec tego skonczona. PokazaliSmy wczesniej,
ze zmiana kolejnosci sktadnikow tej sumy moze prowadzi¢ do dwukrotnego

zmniejszenia jej wartosci.

Czytelnikowi proponujemy udowodnienie réwnosci

e
2 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ST S 3 LR
3 257 4911 6 13 15 8

— znéw po obydwu stronach réwnosci sa te same liczby, ale w innej kolejnoéci.
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wynika, ze gdyby suma
1 11 1 1 1 1 1
+§+§+Z+5+6+?+§+...

byla skoniczona, to bylaby wieksza od siebie, a to nie jest mozliwe, wobec tego

1 11 1 1 1 1 1 B

+§+§+Z+g+6+?+§+...—oo.

Stad wynika, ze rowniez

1+1+1+1+i+.__:1(1+1+1+1+1+__.>:ﬁ:oo

2 4 6 8 10 2 2 3 4 5 2 ’

azatem1+l+1+1+1+...=oo7bowiem1>l,l>l,l>1,itd.
3 5 79 2°"3 4°5 6

Niech A bedzie dowolng liczbg. Zmienimy kolejnosé sktadnikow sumy
1 1 . 1 1 n 1 1 n 1 1 n
2 3 4 5 6 7 8§ 7
tak by po tym przeksztalceniu suma stala sie liczba A. Niech my oznacza taka

najmniejsza liczbe naturalna, ze zachodzi nieréwnosé

11
I+ -+c-+...+

— > A
3 5 2m1 —1
Przez nq, oznaczamy takg najmniejsza liczbe naturalna, ze
1 1 1 1 1 1
1+g+g++m*ififfﬂ<z4
Przyjmijmy, ze ms jest najmniejsza liczba naturalna, dla ktorej
1 1 1 1 1 1
+§+5+...+m—§—1—...
1 1 1 1
L+ + +...+ > A

2n1  2my+1 0 2my+3 T 2me—17
i jednoczes$nie mo > my. Potem okreslamy ny jako najmniejsza z tych liczb
naturalnych, dla ktorych

gty r 1L
3 2m1 —1 2 4 27’1/1 2m1 +1
1 1 1 1
o o1 S 2m41) 2 +2) T 2mp
Dla A = 2 poczatek wyglada tak: i jednoczesnie no > ny. Definiujemy w taki sposéb dwa $cisle monotoniczne

ettt 1 1 clagi liezb naturalnych (my) i (n;) oraz nowy szereg nieskoiiczony, réznigcy sie

3 51 7 11 ' 13 . 15 ) 2 ) od sumy 1 — % + % - % + ... jedynie kolejnoscia sktadnikéw. Niech S,, oznacza

T T Tt T ar — 1 n-ta sume czgSciowa nowego szeregu. Jasne jest, ze
wiec m1 =8, n1 = 1, ma = 21, na = 2. 1
A-— 2 < Smytny <A,
Spacerujemy wokét punktu A, po A < Sm1+n1+m2 <A + s
przekroczeniu go natychmiast zawracamy 2m2 -1
w przeciwng strone. Wyrazy szeregu to 1 .
dtugosci kolejnych kroczkéw. A— % < Sm1+n1+m2+n2 < A itd.
2

Pozostate sumy czesciowe znajduja sie miedzy pojawiajacymi sie w tych
nieréwnosciach. Wynika stad, ze A = lim,, ., S,. Wykazaliémy wiec,

ze zmiana kolejnosci sumowania moze spowodowa¢ w zasadzie dowolna
zmiane sumy.

Czytelnik moze zmodyfikowaé to rozumowanie, tak by nowa suma bylta réwna
oo lub —o0. Moze tez doprowadzi¢ do tego, by po zmianie kolejnosci sktadnikéw
ciag (Sp) w ogdle granicy nie mial.

Bernhard Riemann, jeden z najwybitniejszych matematykéw wszech czaséw,
zaobserwowal, ze jesli suma ag + a1 + az + . . . ma skoniczong wartos¢ i jednoczesnie
lao| + |a1| + |az| + ... = +00, to mozna zmienié¢ kolejno$¢ wyrazéw szeregu,

tak by suma stala sie réwna z géry danej liczbie rzeczywistej A. Podane wyzej
rozumowanie po kosmetycznych zmianach staje sie dowodem tego twierdzenia.

6



C
A B
Rys. 1
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Dodajmy na koniec, ze wzér 1 +2+44+8+16+... = ﬁ = —1, z pozoru

absurdalny, moze mie¢ jednak pewien sens. Mozemy napisa¢ réwnosé

I 1 1 1Jrzfa+ z—a 2+ zZ—a 3+
-2 (I-a)—(2—a) 1-a l—a l—a l—a )

ktora zachodzi dla kazdej liczby zespolonej z, dla ktérej spetniona jest
z—a

nieréwnosé

‘ < 1; litera a tez oznacza liczbe zespolona. Przyjmujac

kolejno a =0, a =14, a = 1 +1i,a= 1 + 4, otrzymujemy kota otwarte o srodkach

1 1
w wymienionych punktach i promieniach |1 — al, czyli 1, v/2, 1 V17, 1 V4l.

Kazde dwa kolejne maja punkty wspoélne, a ostatnie zawiera liczbe z = 2.

1
Funkcja 1 jest wigc przedstawiana réznymi wzorami w kolejnych kotach.

—z

Mozna wigc mysleé, ze 1 +24+4+8+ 16+ ... = % to warto$¢ funkcji, ktora
w kole opisanym nieréwnoécig |z| < 1 jest zdefiniowana jako 1+ 2 + 2% + ...,
przedtuzonej w rozsadny sposéb poza to kolo, tak ze liczba 2 znajduje sig¢

w dziedzinie tego przedtuzenia. W tym przypadku wyglada¢ moze to

na udziwnianie, ale w innych sytuacjach bywa inaczej: dany jest szereg

i nie wiadomo, jaka funkcje przedstawia — to prowadzi do pojecia funkcji
analitycznej, zreszta na ogdl wielowartosciowej. Pisal o tym juz Leonhard Fuler
(1707-1783), ale precyzyjne definicje pojawily si¢ po ponad stu latach.

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 805. Po odsltuchaniu zapisu na taémie magnetofonowej okazalo sie, ze promien
nawinietej tasmy zmniejszyt sie¢ dwukrotnie w czasie ¢; = 20 minut. Po jakim
dodatkowym czasie t5 promien nawinietej tasmy zmniejszy sie znowu dwukrotnie?
Rozwiazanie na str. 10

F 806. Na pusta szpule starego magnetofonu, obracajaca sie ze stala predkoscia
katowa, nawija si¢ tasma magnetyczna. Po zakonczeniu nawijania w czasie t1
okazalo sig, ze promien nawinietej tadmy 7y jest trzy razy wiekszy od
poczatkowego promienia ro. W jakim czasie mozna nawinac na te sama szpule
tasme magnetyczng takiej samej dlugosci, ale dwa razy ciensza?

Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1339. W trojkacie ABC kat przy wierzchotku A ma wigksza miare niz
kat przy wierzcholku B (rys. 1). Wykazaé, ze dwusieczna poprowadzona

z wierzcholka B jest dluzsza niz dwusieczna poprowadzona z wierzchotka A.
Rozwiazanie na str. 10

M 1340. Na przeciwprostokatnej AB trojkata prostokatnego rownoramiennego
ABC wybrano punkt P. Niech @ i R beda rzutami prostokatnymi punktu P na
boki BC'i C'A (rys. 2). Udowodnié, ze pole ktoérejs z figur ARP, PQB, PRCQ
stanowi co najmniej % pola tréjkata ABC.

Rozwiazanie na str. 24

M 1341. Dane sa liczby rzeczywiste a, b, ¢, d, takie ze b < ¢ < d. Udowodnié
nieréwno$é
(a+b+c+d)? > 8(ac+ bd).

Rozwiazanie na str. 11
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