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Rys. 1

Rys. 2

Mota delld

O sadzeniu drzew

Girard DESARGUES, matematyk, architekt ogrodéw, doradca kardynata
Richelieu (a wigc réwiesnik Atosa, Portosa i Aramisa) postawil kolegom
ogrodnikom pytanie:

Jak posadzi¢ 10 drzew w dziesieciu rzedach po 3 drzewa w kazdym rzedzie?

I kiedy oni doszli do wniosku, ze wida¢ matematycy nie sa catkiem
normalni, przedstawil im widoczne obok rozwiazanie.

Natomiast kolegom matematykom wyttumaczyl, ze taka mozliwosé
bierze sie stad, iz zyjemy w tréjwymiarowe]j przestrzeni. Mozna bowiem
— patrzac uwaznie na ten rysunek — dopatrzy¢ sie w nim czworos$cianu
przecietego plaszczyzng.

* ok %

Zastyszawszy o tym, Blaise PASCAL, matematyk, fizyk, filozof,
bezboznik i teolog, konstruktor arytmometru, wynalazca taczek, i tak
dalej, i dalej. .., czlowiek szalenie ambitny, postanowil, ze zmierzy sie
z trudniejszym pytaniem:

Jak posadzi¢ 9 drzew w dziewieciu rzedach po 3 drzewa w kazdym rzedzie?
I faktycznie pokazal, jak te drzewa trzeba posadzi¢ — rysunek jest obok.

Kazdy z nas moze wykona¢ oba te rysunki, bo wykonuje sie je ,byle jak”
— nalezy po prostu rysowa¢ po kolei proste usytuowane podobnie,

jak na tych rysunkach, a ostatnia prosta zawsze ,sama wyjdzie”.

Prosze sprobowac!

Uzasadnienie jednak, ze zadanie Pascala ma rozwiazanie, w matematyce
jest réwnowazne temu, ze... a-b=">0-a — i kto by to pomy$lal! Nie jest
jednak tatwo sie o tym przekonac.

x ok %

Cwieré tysiaclecia pézniej Gino FANO, jeden z czlonkéw stynnej Wiloskiej
Szkolty Matematycznej, na wzor ktorej po pierwszej wojnie Swiatowej
powstata Polska Szkota Matematyczna, udowodnil, ze siedmiu drzew
nie da si¢ posadzi¢ w siedmiu rzedach, po trzy w kazdym rzedzie, bo
gdyby sie dalo, to daloby sie réwniez sprawdzi¢, ze 1 +1 = 0. To juz
wymaga wyzszej szkolty jazdy.

* * *

No, a co z 6semka? To zadanie dla Ciebie, Czytelniku.
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Rys. 4

Istnieje tez praca z 1951 roku

(G.A. Dirac), ktéra glosi, ze dlan > 7

,2dwudrzewnych” rzedéw jest

n
co najmniej 7 ale dowdd jest tak zawity,

ze niewielu chce go zaakceptowad.

James Joseph SYLVESTER, Anglik, najpierw kabareciarz, potem
matematyk, Ojciec Zalozyciel matematyki amerykanskiej (wykladal tam
przed i po wojnie secesyjnej), patrzac na rysunki Desarguesa i Pascala,
zauwazyl, ze sa na nich (nienarysowane) rzedy, w ktérych sa tylko dwa
drzewa. Postawil wiec pytanie:

A czy istnieje sad, w ktorym nie wszystkie drzewa stojg w jednym rzedzie,
ale w kazdym rzedzie sg co najmniej 3 drzewa?

I choé¢ odpowiedz wydawala si¢ oczywista — nie (oczywiscie rozpatrujemy
tylko sady ze skoniczona liczba drzew), to ladny dowdd zostat

podany dopiero 60 lat temu. Przedstawil go Theodore MOTZKIN.

Oto ten dowdd.

Przypusémy, ze jest sad majacy skonczong liczbe drzew, ktore nie wszystkie
stoja w jednym rzedzie, ale na kazdej prostej wyznaczonej przez dwa drzewa
rosnie jeszcze co najmniej jedno drzewo. Dla kazdego drzewa wybierzmy

ten rzad drzew, do ktérego ono nie nalezy, ale do ktérego ma najblizej (jesli
jest takich kilka, to wybierzmy kt6ry$ z nich). Teraz wérdéd wybranych par
(drzewo, rzad) wybierzmy te, dla ktérej odleglo$é ta jest najmniejsza. Niech
para ta bedzie (P, k). Oznaczmy przez @) rzut P na k. Zgodnie z naszym
przypuszczeniem na k sa co najmniej trzy punkty, zatem co najmniej dwa z nich
leza po jednej stronie punktu @ (zakladamy, ze kazda ze stron zaczyna sie od
punktu Q) — oznaczmy je kolejno K i L (rysunek 3). Wtedy wysoko$é QR

w trojkacie prostokatnym PQL jest krétsza od PQ. Na dodatek KM < QR.
Zatem odlegloéé punktu K od prostej PL jest mniejsza od odleglosci P od k,
ktora miata byé najmniejsza — otrzymana sprzecznosé konczy dowdd.

Powstalo wiec pytanie, ile co najmniej jest takich ,,dwudrzewnych”
rzedow w sadzie ztozonym z n drzew. Motzkin udowodnit (1951),
ze wiecej niz v2n — 2, L.M. Kelly i W.0O.J. Moser wykazali (1958), ze

Lo T .. o S,
jest ich co najmniej - lze tego juz poprawic sie nie da, co widaé

na rysunku 4.
* * *

Problem Pascala mozna rozwiazaé tez w inny sposob (rys. 5). Ale jak
sie przekonaé, ze ten sposob jest inny? Ponumerujmy punkty w obu
obrazkach ilustrujacych problem dziewieciu drzew (rys. 6).

Jezeli ustalimy na kazdym z nich punkty 1, 2, 3, 4, 5, 6, to na obrazku

z lewej mozemy punkt 7 dobra¢ prawie dowolnie na prostej 56

i dokonczy¢ rysunek. Natomiast na obrazku z prawej poruszenie punktu 7
nie pozwoli rysunku dokonczyé. Zatem rysunki te sg rzeczywiscie rézne,

a nie tylko inaczej narysowane.

W geometriach dyskretnych wielokat B nazywamy
wpisanym w wielokat A, jesli ma on wierzchotki na
prostych zawierajacych boki wielokata A.

Na obu rysunkach trojkat 123 jest wpisany
4 w tréjkat 789, ten z kolei jest wpisany w trojkat 456,

‘F a ten — o dziwo — w tréjkat 123.
No, a czy mozna znalezé takie trojkaty A i B, by A

—q

7 byl wpisany w B, a B w A?
6

Okazuje sie, ze nie.

X

Ale dla pieciokatow jest to juz mozliwe, co wiecej, takie pieciokaty sa juz
na tych stronach narysowane. Kto nie umie ich odszukaé, niech poszuka
na innych stronach.

Malg Delte przygotowat Marek KORDOS
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