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Rozwigzanie zadania F 806.

Po nawinieciu grubszej tasmy bedzie
ona zajmowacé powierzchnie o polu

Sy = w(ry — r3) = 8mr3. Zatem
dlugosé nawinietej tadmy bedzie réwna
l=S1/d = 8nrrl/d, gdzie d jest

gruboscia tasmy.

Po nawinieciu cienszej tasmy bedzie
ona zajmowac powierzchni¢ o polu

Sy = Tr(r; — rzg) a jej dtugos$é wyniesie
Il =27n(ry —rg)/d. Poniewaz dlugosci

tasm sg jednakowe, to z poréwnania
2

5 a nie wvnika. ze 12 — r2 — 42
wzoréw na nie wynika, ze r; — rg = 4nrg.

Stad 7, = rovV5.
Liczba obrotéw szpulki w pierwszym
i drugim przypadku jest réwna:

Ny = (rp, —ro)/d =2ro/d,
No = (1o — 70)/(d/2) = 2(V/5 — 1)ro/d.

Predkosé katowa jest stala, zatem

ty = (VB — 1)t;.

Nasza tablica ¢t to po prostu tablica

z haszowaniem modularnym, stosujaca
metode lancuchowa do rozwiazywania
kolizji. Zauwazmy, ze uzywamy tutaj
matematycznej definicji operacji modulo:

T
zmodn=xz—n|—|,
n

zatem 0 <  mod n < n nawet dla
ujemnych wartosci . Nie jest to jednak
definicja powszechnie obowigzujaca

w popularnych jezykach programowania.

Informatyczny kacik olimpijski (49): Monety

W tym miesiacu opiszemy zadanie Monety, ktére pojawito si¢ na Potyczkach
Algorytmicznych w roku 2010. Dany jest ciag n rzutéw moneta. Nalezy sprawdzic,
jaka jest najdtuzsza seria kolejnych rzutéw, w ktérej wypadto doktadnie k razy
wiecej ortéw niz reszek. Dla przyktadu, w ciagu
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serie od pigtego do dwunastego, jak réwniez od szbéstego do trzynastego rzutu
zawierajg doktadnie 6 ortéw i 2 reszki. Zatem dla k = 3 odpowiedzig jest 8, gdyz
nie istnieje zadna dtuzsza seria zawierajaca doktadnie 3 razy wiecej ortéw niz reszek.

Uproéémy na chwile nasze zadanie i powiedzmy, ze chcemy znalezé najdtuzsza
serie spelniajaca warunki zadania, ktora zawiera pierwszy rzut. Uzyjemy dwdoch
zmiennych r i o0, oznaczajacych liczby reszek i ortow, ktore wypadty do tej pory.
Za kazdym razem, kiedy po rzucie wystapi k- r — o = 0, bedzie to oznaczato,

ze znalezliSmy dluzsza serig. Zauwazmy jednak, ze nie potrzebujemy az dwdch
zmiennych: nie interesuje nas dokltadna liczba ortéw i reszek, a jedynie ich
wzajemne zbilansowanie. Mozemy wiec trzymac jeden licznik s, ktory po kazdym
rzucie bedziemy uaktualniali nastepujaco: wyrzucenie reszki zwieksza s o k,
natomiast wyrzucenie orta zmniejsza s o 1. Oznaczmy przez s; wartos¢ licznika po
i-tym rzucie (przyjmujemy tez so = 0). Teraz kazde s; = 0 odpowiada poprawnej
serii konczacej si¢ i-tym rzutem.

A co w ogblnym przypadku? Zastanéwmy si¢, jaki warunek musi byé spelniony,
aby pewna seria spelniajaca warunki zadania konczyta si¢ i-tym rzutem moneta.
Fatwo przekonaé sie, ze jest tak wtedy, gdy istnieje taki rzut j < i, ze wartosé
licznika po i-tym rzucie jest taka sama jak po j-tym rzucie (s; = s;) — wtedy rzuty
od (j + 1)-ego do i-tego tworza poprawna serie. Chcieliby$my zatem dla danego s
szybko stwierdzadé, jaki jest (o ile istnieje) najmniejszy numer rzutu j, dla ktérego
s; = s. Skorzystamy w tym celu z drzewa wyszukiwan binarnych, w ktérym dla
klucza s bedziemy trzymaé¢ odpowiadajacy mu numer rzutu. Teraz po i-tym
rzucie, jesli klucz s; wystepuje w drzewie z wartoscig j, to zgltaszamy znalezienie
serii o dtugosci ¢ — j. W przeciwnym przypadku uaktualniamy drzewo, wstawiajac
do niego klucz s; z wartoscig i. Zauwazmy, ze jeSli w drzewie istnial juz klucz s;,
to nie musieliSmy go uaktualniaé¢, gdyz interesuje nas jedynie najmniejszy numer
rzutu odpowiadajacy temu kluczowi. Kazda operacja na drzewie zajmuje czas
O(logn), zatem cale rozwiazanie dziala w czasie O(nlogn).

Czytelnicy, ktorzy styszeli o tablicach haszujacych, moga powiedzieé, ze

bez klopotu uzyskaliby$my rozwiazanie dzialajace w oczekiwanym czasie O(n),
gdybyémy zamiast drzewa wyszukiwan binarnych uzyli wladnie tablicy haszujacej.
To prawda, ale okazuje sie, ze mozna jeszcze lepiej — wykorzystujac specyfike
naszego zadania, mozna zaprojektowaé ,tablice haszujacg”, ktéra da nam
rozwigzanie O(n), i to w pesymistycznym przypadku!

Zamiast drzewa bedziemy mieli tablice ¢[0..n — 1]. Odwotania do klucza s beda
realizowane przez komoérke t[s mod n|, w ktérej bedziemy trzymaé liste par

postaci (klucz s, numer rzutu). Innymi stowy, po i-tym rzucie sprawdzamy, czy

na liscie t[s; mod n] znajduje sie para (s;, j) dla pewnego j. Jedli tak, to zgltaszamy
znalezienie serii o dtugosci ¢ — j, a w przeciwnym przypadku uaktualniamy liste
t[s; mod n], wstawiajac do niej nowa pare (s;,14).

I teraz czas na kluczows obserwacje. Zalézmy, ze nastapit drugi z powyzszych
przypadkéw. To oznacza, ze na liscie t[s; mod n] moga znajdowaé sie tylko pary
(s',7), gdzie s' = s; + an dla a # 0. Zauwazmy jednak, ze ilekroé nasz licznik
osiggnal pewng wartosé s, to w przysztosci juz nigdy nie bedzie rowny s — n lub
mniejszy, poniewaz po kazdym rzucie mozemy go zmniejszy¢ co najwyzej o 1.
Zatem na liscie nie ma zadnej pary dla a > 0 (bo wtedy byloby s’ > s; +n, co
przeczy temu, ze aktualna wartosé licznika to s;). Co wiecej, skoro pary, ktére
moga pojawié sie na liscie, speliaja s’ < s; — n, to sytuacja, w ktérej licznik
bylby réwny s’, nigdy juz nie wystapi. Tak wiec przed dodaniem pary (s;,i) do
listy t[s; mod n] mozemy z niej usunaé¢ wszystkie wystepujace na niej pary. Widaé
zatem, ze na zadnej lidcie nie bedzie nigdy wiecej niz jednej pary — stad czas
wyszukiwania na lidcie faktycznie bedzie staty.

Tomasz IDZIASZEK
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