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Rozwigzanie zadania F 805.

Niech poczatkowy promiert nawinigtej
tasmy bedzie réwny 4r. Zatem po
dwukrotnym zmniejszeniu si¢ tego
promienia powierzchnia nawinietej
tadmy zmniejszy si¢ o wielko$é

S = 7(161% — 4r?) = 12712, Pray
odstuchiwaniu zapisu predkosé liniowa
przesuwu tasmy v jest stala, zatem
dlugosé nawinietej tasmy to 11 = vty.
Z drugiej strony jest ona réwna

S/d = 12712 /d, gdzie d jest gruboscia
tasmy. Z poréwnania tych wzoréow
wynika, ze 12772 = vt d.

Gdy promien nawinigtej tasmy
zmniejszy sie znowu dwa razy, pole
powierzchni nawiniecia zmniejszy sie
o wielko$¢ S1 = mw(4r? — r?) = 3712,
stad 37r7‘2/d = vty. Ostatecznie:

to = t1/4 = 5 minut.

Rozwigzanie zadania M 1339.
Zal6ézmy, ze w tréjkacie ABC mamy
XA > ¥B. Odtézmy kat é{B na
dwusiecznej AD jako na ramieniu, jak
na rysunku.

A

B

Z podobienstwa tréjkatéw AHD i BHG

BG
AD

bok BH lezy naprzeciw wiekszego kata
niz bok AH, wiegc BH > AH. Stad

i z uzyskanej proporcji otrzymujemy

mamy

BG > AD. Tym bardziej wiec BE > AD,

co mieli$my udowodni¢.

= %. Ale w tréjkacie ABH

Inne rozwigzanie mozna znalezé w Delcie

1/2010.

Czy W(x) =07 Jakub RADOSZEWSKI

Poszukiwanie pierwiastkéw wielomianu jest jednym z podstawowych zagadnien
rozwazanych we wszystkich naukach $cistych. W tym artykule zajmiemy sig¢
czyms$ znacznie prostszym: sprawdzaniem, czy dana liczba jest pierwiastkiem
zadanego wielomianu. Majac dany wielomian W(x) = a,2™ + ... + a12 + ag

i konkretna warto$é parametru x, chcemy wiec sprawdzié¢, czy W (z) = 0. Mozna
by spytac, czy nie wystarczy w tym celu podstawi¢ warto$¢ x i na tym skonczy¢?
Rzeczywiscie, jedli mamy do czynienia z ,nieskomplikowanym” wielomianem
(cokolwiek by to mialo znaczyé¢) i ,sensownym” parametrem x, to problem

jest trywialny. Moze sie jednak okazaé, ze nasze dane nie sa ,nieskomplikowane

i sensowne”, ale za to mozemy wesprzec¢ sie¢ domowym komputerem. . .

Przede wszystkim nalezy sprecyzowac, jakimi liczbami zamierzamy sie zajmowac.
Aha, a wigc to tutaj tkwi haczyk! Podejrzliwy Czytelnik zapewne domyséla sie
juz, ze za moment wkroczymy w mroczny Swiat komputerowych reprezentacji
liczb rzeczywistych, z przyblizeniami, cechami, mantysami i wszedobylskimi
epsilonami. Faktycznie, komputerowe sprawdzenie réwnosci W (z) = 0 w liczbach
rzeczywistych nastrecza pewnych trudnosci i jest istotnym zagadnieniem

w dziedzinie metod numerycznych. My jednak nie bedziemy sie w to tutaj
wglebiaé i zalozymy, ze mamy do czynienia wylacznie z liczbami catkowitymi.
Czy w takim razie problem zawiera w sobie jeszcze jakas trudnos¢? Owszem.

Ot6z nieprzyjemne jest to, ze przy obliczaniu W (x) szybko zaczynamy mieé¢ do

czynienia z bardzo duzymi liczbami. I to nawet wtedy, gdy wspdlczynniki a;

sg niewielkie, co dla informatyka znaczy, ze co do wartoéci bezwzglednej

nie przekraczaja dwéch miliardéw (orientacyjne ograniczenie standardowego

typu calkowitego 32-bitowego ze znakiem; faktycznie jest to 23!, czyli troche

wiecej). Rzeczywiscie, bez trudu widzimy, ze jednym z pierwiastkow wielomianu:
21090 92999 92998 1 92— 10

jest x = 10, ale jesli chcieliby$my to sprawdzi¢, wykonujac proste podstawienie,

musielibyémy operowaé na liczbach zawierajacych 1000 cyfr. Nawet osoba

niezaznajomiona z komputerem tatwo zauwazy, ze obliczenia na takich

dtugasnych liczbach musza by¢ w jakim$ sensie trudniejsze. Tak jest

w istocie: wykonywanie operacji na duzych liczbach jest powolne, a do tego

bywa wyjatkowo niewygodne, jesli akurat natrafimy na system czy jezyk

programowania, ktoéry dostarcza implementacje dziatan jedynie na wbudowanych

typach calkowitych, co zazwyczaj oznacza liczby 64-bitowe (ze znakiem), czyli

mniejsze co do wartoéci bezwzglednej niz 263,

No dobrze, ale my chcemy tylko sprawdzié, czy W (x) = 0, a niekoniecznie od razu
obliczy¢ dokladna warto$¢é W (x) — to przeciez musi by¢ prostsze! I rzeczywiscie:
ponizej opisujemy krotka i elegancka metode rozwiazujaca ten problem.

Zalézmy, ze x # 0 — z przypadkiem x = 0 latwo sobie poradzi¢, sprawdzajac, czy
ag = 0. Checemy stwierdzié¢, czy:
™ + ...+ asx® + a1z + ag = 0,
rownowaznie czy:
anz™ + ...+ asx’® + a1z = —ag.
Lewa strona jest podzielna przez x, a zatem prawa tez musi dzielié¢ sie przez .
Otrzymujemy pierwszy warunek konieczny na to, zeby = bylo pierwiastkiem W:

(1)

Jesli on zachodzi, mozemy calg réwnosé podzieli¢ przez x, otrzymujac:

ao
...+&21’+a1:—;.

agp mod z = 0.

awv"il +
Ta sytuacja jest podobna do poprzedniej. Przerzucamy a; na druga strone:
a
ant” V4. +asx = _20 —a
x

i otrzymujemy drugi warunek konieczny:

(2) (E + a1> mod = = 0.
x
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Rozwigzanie zadania M 1341.
Wykonujemy nastepujace przeksztalcenia:

(a+b+c+d)? —8(ac+ bd) =
=a? +2a(b+c+d)+ (3)

+(b+c+d)278a(:78bd:
=a®+2a(b—3c+d)+ (b—3c+d)?+ (4)

+(b4c+d)? = (b—3c+d)? —8bd =

xrn mn—l

Nastepnie znow dzielimy obie strony réwnosci przez x i kontynuujemy to
postepowanie, az po lewej stronie pozostanie samo a,,. Po drodze otrzymamy
kolejne warunki konieczne na to, zeby x bylo pierwiastkiem wielomianu W,
na przyktad trzeci z nich bedzie postaci:

(a—g—l—%—&—ag) mod x = 0.
T T

Na koncu za$ wystarczy sprawdzi¢, czy:
ao ay an—1

+..F +a, = 0.

W ten sposob uzyskujemy nastepujacy pseudokod, w ktérym sprawdzamy

=(a+b—3c+d)?+
+ (2(b — ¢+ d) - 4c — 8bd).

Wystarczy wykazac¢, ze drugi sktadnik
jest dodatni. Ale

kolejno warunki (1), (2), (3) itd., a na koncu (4).

w = ap;

if x # 0 then

for i :=1 ton do

(b—c+d)-c—bd=
=0b—-c)-c+d-(c—b) =
= (c—b)(d—rc)>0.

if w mod z # 0 then return false;
wi=w/x + a;
if w # 0 then return false

else return true;

Zauwazmy, ze warto$¢ zmiennej w nigdy nie przekroczy sumy wartosci
bezwzglednych liczb a;, wiec nie bedziemy mieé¢ do czynienia z zadnymi duzymi
liczbami. Czyli pelny sukces!

Na zakoniczenie warto dodaé, ze podany problem mozna takze rozwiazaé
za pomocy tak zwanego schematu Hornera, w ktérym wykorzystujemy
nastepujace przedstawienie:

W)= ((...((an -z +apn_1) T+ an—2)...) - z+a1)- -+ aop.
Wystarczy mianowicie prébowaé obliczy¢ W (x) zgodnie z tym schematem, od
lewej do prawej — na przemian mnozymy przez z i dodajemy a; — przy czym
obliczenia przerywamy, jesli aktualna wartosé staje sie zbyt duza. Wiemy
wéwcezas, ze na pewno wynikiem nie bedzie zero. A to, jaka jest ta graniczna
wartos¢, przy ktorej mozemy od razu udzieli¢ odpowiedzi negatywnej,
pozostawiamy do rozstrzygnigcia Czytelnikowi.

Prosto z nieba: Nowa nadzieja

Rozpoczeta w 2009 r., sponsorowana przez NASA

misja kosmiczna Kepler ma na celu oszacowanie liczby
zdatnych do zamieszkania planet, ich parametrow

oraz wlasciwosci ukladéw planetarnych, w ktorych

si¢ znajduja. Dotychczas zarejestrowano ponad

tysiac kandydatéw na planety, obecnie skrupulatnie
weryfikowanych podczas dodatkowych obserwacji.
Wiéréd wielu interesujacych odkryé jedno zastuguje

na szczegdlna uwage: jest to planeta znajdujaca sie

w uktadzie podwéjnym. Ukltad éw tworza gwiazdy
nieco chlodniejsze i nieco mniej masywne od Stonca,

a znajduje sie on okoto 200 lat $wietlnych od naszego
uktadu planetarnego (w gwiazdozbiorze Labedzia).
Planeta zostala oznaczona kryptonimem Kepler-16b [1],
nieformalnie natomiast astronomowie ochrzcili ja
zdecydowanie bardziej romantyczng nazwa Tatooine
(znana z Gwiezdnych wojen George’a Lucasa planeta
dziecinstwa Luke’a Skywalkera). W odréznieniu od
filmowej Tatooine glob odkryty przez zespol Keplera jest
zimnym gazowym gigantem. Nie spodziewamy sie tam
zatem odnalez¢ przejawéw zycia podobnego do ziemskiego
gltéwnie z powodu panujacej tam zdecydowanie za niskiej
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temperatury — Kepler-16b znajduje si¢ poza obszarem
sprzyjajacym powstaniu zycia (tzw. ,ekosfera”).

Doniesienia o odkryciu planety o dwoch stonicach
zdarzaly sie juz wezesniej, ale nigdy nie znalazly
potwierdzenia podczas bardziej wnikliwej analizy.
Obserwacje Keplera sa jednak tak wysokiej jakosci, ze
ich wiarygodnosé praktycznie nie jest kwestionowana.
Mozliwo$¢ istnienia planety typu Kepler-16b byla

od dawna przedmiotem rozwazan teoretykow,
przewidujacych rézne niestandardowe sposoby
powstawania ukladéw planetarnych. Biorac pod uwage
fakt, ze wigkszosé gwiazd w Galaktyce znajduje sie

w uktadach podwéjnych, mozemy spodziewaé sie
wiekszej liczby takich planet, niz to wynika z oszacowan
wykorzystujacych obserwacje samotnych gwiazd.
Oznacza to takze, ze wzrosto prawdopodobienstwo
znalezienia planety o podobnych do Ziemi parametrach.
Czas pokaze (trzymamy keciukil), czy wéréd kolejnych
planet Keplera znajdzie sie takze druga Ziemia.

Michat BEJGER

[1] http://kepler.nasa.gov/Mission/discoveries/kepler16b



