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Zasada Cavalieriego

Rozpatrzmy bryte V C R? w polozeniu normalnym wzgledem osi OZ. To oznacza,
ze na osi OZ istnieje taki przedzial A, ze plaszczyzna zadana réwnaniem z = a

przecina bryte V wtedy i tylko wtedy, gdy a € A. Zal6zmy ponadto, ze kazdy taki
przekr6j ma pole D(z) (rysunek 1). Wéwczas objetosé bryly V wyrazamy wzorem,

ktory (przeksztalcany zgodnie z twierdzeniem Fubiniego) przyjmuje postaé

ug(V)///Vldxdydz/A(//D(z)ldxdy> dz =

- /A 12(D(2)) dz.

7 koncowej postaci wzoru tatwo wywnioskowaé, ze objetos¢ bryty V' zalezy
nie od ksztaltu powierzchni bryly, lecz od pola jej przekroju ptaszczyznami

z=adla a € A. Te mysl wyraza dokladnie zasada Cavalieriego (1635 r.):
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Rys. 1

jesli dwie bryly w przecieciu z kazdqg plaszczyzng rownoleglte do wybranej dajg

przekrdj o tym samym polu, to ich objetosci sq réwne.

Zasada Cavalieriego jest prawdziwa
réowniez wtedy, gdy przekroje bryt
plaszczyznami nie sg spdjne. Mogg si¢
sklada¢ z wielu czesci, ale muszg by¢
na tyle ,porzadne”, zeby$Smy umieli
obliczy¢ ich pole.

Dzigki temu twierdzeniu obliczanie objetoéci bryly mozna czasem uproscic,
odwolujac si¢ do znanych wynikéw — objetoséci pewnych szczegdlnych bryt.
Wymaga to pomystowosci, ale pozwala ominaé¢ rachunek catkowy. Idee te
zawdzieczamy Archimedesowi, ktéry wykorzystal ja do obliczenia objetosci kuli.

Pokazemy pie¢ przykladéw takiego zastosowania zasady Cavalieriego.

Przyklad 1 (Archimedes, IIT w. p.n.e.)
Objetos¢ kuli jest réwna objetosci opisanego na niej
walca z wycietymi stozkami (jak na rysunku 2),
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Rys. 2

gdyz, jak tatwo obliczy¢, pola zaznaczonych kolorem
przekrojow sa réwne. Zatem objeto$é kuli o promieniu r to
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Przyktad 2 (T.M. Apostol, M.A. Mnasakanian, 2004)
Podstawa n-kopuly opisanej na pélsferze o promieniu

a > 01 srodku O jest n-kat A1 A5 ... A, opisany na kole
wielkim poélsfery. Scianami sg fragmenty powierzchni
bocznej walca o promieniu a, rozpiete nad trojkatami
ANA;A; 10 dlai =1,2,...,n, gdzie przyjmujemy, ze
Ap+1 = A; (patrz rysunek 3(a)).

(b)
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Rys. 3

Aby obliczy¢ objetosé takiej n-kopuly, wykorzystamy
pomyst Archimedesa. Na n-kopule opisujemy
graniastostup, z ktérego wycinamy ostrostup

o wierzchotku O i podstawie bedacej gérna podstawa
graniastostupa, jak na rysunku 3(b).

Wykazemy, ze przekroje obu bryl ptaszczyzna
rownolegla do podstawy na wysokosci 0 < x < a,
zaznaczone kolorem na rysunku, maja rowne pola.
W tym celu rozpatrzmy odpowiadajace sobie czesci
koputy i wielo$cianu, jak na rysunku 4.

Rys. 4

Najpierw popatrzmy na rysunek 4(a): zacieniowane
tréjkaty sa podobne, a skala podobienstwa (przy
oznaczeniach z rysunku) to £. Poniewaz z* + 3 = a?,

wiec pole A(z) jest réwne (1 — (%)2)T

Na rysunku 4(b) maly tréjkat otrzymany przez
wyrzucenie kolorowego trapezu z przekroju na
wysokosci x jest podobny do trdjkata T', a skala

podobienstwa to Z. Pole trapezu T'(z) jest réwne

(1-— (5)2)T, czyli faktycznie A(x) = T'(x).

a

Wobec tego, na podstawie zasady Cavalieriego

2
objetos¢ n-kopuly = — - (pole opisanego n-kata) - a.
bjetosé¢ n-koput 3 1 i k



Przyktad 3 (Seki K-owa, XVII w.)
Objetosé kulistego pierscienia o szerokosci h (czyli kuli z wycigtym ze srodka
walcem, jak na rysunku 5) nie zalezy od promienia kuli — jest taka sama dla

kul duzych i matych!

Rys. 5

Rzeczywiscie, gdy przecinamy taki pierécien, wyciety z kuli o promieniu R
plaszezyzna odlegla od $rodka kuli o y, gdzie 0 < y < 2, to (przy oznaczeniach
z rysunku) pole przeciecia jest réwne

7r(R2—y2)—7r(R2— h;) =w<h£ - 2>.

Zatem pola przekrojow nie zalezg od promienia kuli, wiec na mocy zasady
Cavalieriego objetosé takze nie zalezy (a jesli kto$ lubi catkowaé, to obliczy,
ze jest réwna %h3). Wynik ten jest rozwigzaniem zagadki Martina Gardnera,
podanej np. w Delcie 1/2011 pod tytutem Kula i dziura.
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Przyktad 4
Gdy torus z rysunku 6 przetniemy plaszczyzna z = h,
gdzie —a < h < a, to pole otrzymanego pierscienia
kolowego bedzie rowne

4mwby/a2 — h2 = 2\/a2 — h? - 27b.
Poniewaz ostatni iloczyn to pole przekroju walca
o promieniu podstawy a i wysokosci 2mb plaszczyzna

odlegla o h od osi walca (rys. 6), wiec objetosé¢ torusa
jest réwna, objetoéci tego walca, czyli 2m2a?b.

Przyktad 5 (H. Eves, 1991)
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Rys. 6

Istnieje wieloscian, ktorego przeciecie z kazda plaszczyzna rownolegla do danej
ma takie samo pole jak przeciecie tej ptaszczyzny z kula.

Ten warunek spelnia czworoscian foremny o boku
27/, gdzie r jest promieniem kuli. Oczywiscie, trzeba
go odpowiednio ustawic¢, co ilustruje rysunek 7. Przy
oznaczeniach z rysunku, na mocy twierdzenia Talesa
zastosowanego do trojkata ABFE, a nastepnie do
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tréjkata CDF, otrzymujemy
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Rys. 7

Rozwigzanie zadania M 1336.
Oznaczmy przez O $rodek okregu o,
przez E za$ érodek odcinka AB.

Na czworokacie PQRS mozna opisac
okrag wtedy i tylko wtedy, gdy

LSPQ + ¥xSRQ = 180°. Rozwazajac
czworokaty APDO i BRCO, widzimy,
ze jest to réwnowazne temu, iz

180° = XAOD + £COB. Ale

XAOD = 2xXACE, XxCOB = 2xCAE,
wiec zagdana rownosé zachodzi wtedy

i tylko wtedy, gdy tréjkat AEC ma
kat prosty przy wierzchotku E. Wobec
definicji punktu E jest to prawda wtedy
i tylko wtedy, gdy trojkat ABC' jest
réwnoramienny o podstawie AB.
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Rozwigzanie zadania M 1338.
Odpowiedz: k = 1007.

Najpierw wykazemy, ze liczba k = 1007 ma zadang wtasnosc.

Podzielmy nasz zbiér {1,2,...,2012} na dwuelementowe
podzbiory
{1,670}, {2,669}, ..., {335,336},
{671, 1342}, {672, 1343}, ..., {1341,2012}.

Jesli wybraliSmy 1007-elementowy podzbidr, to ktéres dwa jego
elementy tworza jeden z powyzszych zbioréw (ich jest 1006).
Zatem suma lub réznica tych elementéw wynosi 671.

Teraz wykazemy, ze liczby k < 1007 nie spelniajg podanego
warunku. Wystarczy to zrobi¢ dla k = 1006. Rozwazmy zbiér
{2,4,6,...,2012}. Sumy i réznice jego elementéw sg liczbami
parzystymi, zadna wigc nie moze wynosié¢ 671.



