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Skrét regulaminu

Q)

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspdélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére

nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

Termin nadsytania rozwigzan: 31 III 2012

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw

jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
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regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 530, 531
Redaguje Jerzy B. BROJAN

530. Ciezarek o masie m wisi na nici A przetozonej przez 2 bloki ruchome
(rys. 1). Osie tych blokéw sa polaczone nicia B przelozona przez 2 bloki
nieruchome, a w tej nici zamontowana jest sprezynka o stalej sprezystosci k.
Obliczy¢ okres pionowych drgan cigzarka. Masy blokéw pominaé.

531. Gdy transformator byl podtaczony uzwojeniem pierwotnym do napiecia
przemiennego Uy, a obwdd wtérny byl otwarty, napiecie na uzwojeniu wtérnym
bylo réwne Us, a natezenie pradu w uzwojeniu pierwotnym I; (wszystkie podane
wielkosci sa wartosciami skutecznymi). Zamknieto obwdd wtdrny, dolaczajac
R do niego: a) opornik, b) zwojnice bezoporowa, ¢) kondensator. Ile w kazdym
z tych przypadkéw wyniesie natezenie pradu w uzwojeniu pierwotnym, jesli we
wtornym poplynie prad o natezeniu I>? Oba napiecia U; i Uy nie zmienity wartosci,
a straty energii w transformatorze (jego nagrzewanie si¢) mozna pominac.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2011

Przypominamy tres¢ zadan:

Rys. 1 Rys. 2

522. Linka o dtugosci I = 1,5 m i masie m = 0,2 kg (jednorodnie rozlozonej) jest zamocowana

koricami w dwéch punktach odlegltych o @ =1 m (rys. 2). Linka obraca si¢ wokdl osi przechodzacej
przez punkty zamocowania z predkoScia katowa w = 100 rad/s i wzgledem tego obracajacego sig
ukladu odniesienia pozostaje nieruchoma. Pomijajac efekty sily cigzkosci, obliczyé numerycznie

odleglo$¢ R srodkowego punktu linki od osi obrotu.

523. Dwie cienkie wspélosiowe soczewki o ogniskowych fi i fo sa odlegle o d i wykonane z tego
samego szkta. Jaki warunek muszg spelnia¢ podane parametry, aby ogniskowa zespolu nie zalezala

od dlugosci fali (aby uktad byl achromatyczny)? Zmiany wspélczynnika zatamania sa niewielkie.

Ogélnie definiuje si¢ ogniskowa w spos6b nastepujacy: gdy na uklad pada promien réwnolegly do osi
i odlegly od niej o niewielki odcinek h, a wychodzac z uktadu przecina o§ pod katem «, to ogniskowa

wynosi f = h/a.

522. Niech y bedzie wspdlrzedna wzdluz osi obrotu,
natomiast r — wspolrzedna wzdtuz osi prostopadle;j.
Skladowa Fy sily napiecia linki jest stala, natomiast
przyrost sktadowej F). réwnowazy site odsrodkowa
dziatajaca na fragment linki o dlugosci ds i masie dm:

2
dF, = —w?rdm = —wQT?ds = 7m(l,u ry/ 1+ (dr/dy)?.

Znak minus w powyzszym réwnaniu odpowiada dr > 0,
dy > 0. Kierunek sily napiecia jest styczny do linki,

czyli I};—; = g—;, a stad

d?r mw?
_— = —— 2 — _ 2.
a2 IF, ry/ 1+ (dr/dy) Ary/1 4 (dr/dy)

Numeryczne catkowanie tego réwnania rozpoczynamy
od y = r = 0 i dowolnie wybranych wartosci A oraz

dr/dy. Wartosci te nalezy dobraé tak, aby w punkcie

y = a/2 osiagnaé g—; = 0 oraz dlugosé linki réwna (/2.

Okazuje sie, ze przy danych a i [ wladciwymi wyborami

22

sa A = 7,940 m~2 (faktycznie wyznaczamy w ten
sposob Fy; warto$ci m i w nie wpltywaja na ksztalt
linki) oraz (g—;)o = 1,796. Maksymalna wartoscia r jest
R = 0,516 m. Dla poréwnania, dla krzywej lancuchowej

(cosinusa hiperbolicznego) byloby R = 0,503 m.

523. Obliczenie ogniskowej F' ukladu jest dos¢
standardowe i nie bedziemy go powtarzaé. Otrzymuje si¢
1 1 1 d
Ffi fo Af
Podstawiamy fi w postaci fi = (n—1)A;, gdzie
1 =11lub 2, A; nie zalezy od n. Przy niewielkiej
zmianie An zmiana zdolnosci skupiajacej uktadu 1/F
Wwynosi

A(%) == An(Al + A2 - 2d(n - 1)A1A2)

Proste przeksztalcenie prowadzi do wniosku, ze zmiana
ta jest réwna zeru, gdy f1 + fo = 2d.
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
621 (WT = 3,00) i 622 (WT = 1,27)
z numeru 5/2011

Piotr Sobczak bé6dz 43,59
Pawel Kubit Krakéw 38,59
Tomasz Tkocz Rybnik 38,41
Zbigniew Skalik Wroctaw 37,25
Janusz Olszewski Warszawa 36,91
Michal Miodek Zawiercie 35,88
Roksana Stowik Knuréw 31,49

Zbigniew Sewartowski Wieliczka 31,04

Zadania z matematyki nr 633, 634
Redaguje Marcin E. KUCZMA

633. Kazdy punkt ptaszczyzny zostal pokolorowany na czerwono lub zielono.
Dany jest tréjkat ABC. Dowiesé, ze istnieje tréjkat przystajacy do ABC

o wszystkich wierzchotkach zielonych lub istnieje odcinek dtugosci jednostkowe;j
o obu koncach czerwonych.

634. Niech S bedzie skonczonym zbiorem liczb catkowitych. Wykazaé, ze istnieje
wielomian stopnia pierwszego, o wspoétczynnikach catkowitych, ktérego wartosci
w punktach zbioru S sg parami wzglednie pierwsze.

Zadanie 634 zaproponowal pan Jerzy Cisto z Wroctawia.

Rozwigzania zadan z numeru 9/2011

Przypominamy tres¢ zadan:

625. Okregi o sSrodkach P i Q przecinaja si¢ w punktach A i B; promienie PA i QA nie sa prostopadte.
Okrag opisany na tréjkacie APQ przecina te dwa okregi w punktach D i E (réznych od A) oraz
przecina prostag AB w punkcie C' (réznym od A). Dowiedé, ze okrag opisany na tréjkacie BDE ma
$rodek w punkcie C'.

626. Dana jest liczba a > 0. Okreslamy ciagi (z,) oraz (yn):
1 1 3
T =a, Tpiy1 = 5 (:1:,,, + —) dlan > 1; Yn = :1:}/2:1:,1,/4 .. .:1:}/277 .
Tn 2

Wykazaé zbiezno$¢ i obliczyé granice ciagu (yn).

625. Okrag w, opisany na trdjkacie APQ, nie jest styczny do zadnego z dwéch danych
okregéw (bo je przecina w punktach réznych od A). Zatem zaden z odcinkéw AQ, AP

nie jest jego érednica; w takim razie zaden z katéw APQ, AQP nie jest prosty. Stad wniosek,
ze zaden z punktéw P, @ nie lezy na prostej AB, wobec czego prosta PQ nie przechodzi
przez punkt C.

Mamy wiec niezdegenerowany tréjkat C PQ, wpisany w okrag w. Wysoko$é poprowadzona
z wierzchotka C, lub jej przedtuzenie, przecina okrag w ponownie w punkcie A.
Ortocentrum tréjkata C' PQ lezy w punkcie symetrycznym do A wzgledem prostej PQ

— czyli w punkcie B.

Punkty symetryczne do ortocentrum B wzgledem bokéw CP i CQ takze leza na okregu w;
oznaczmy je odpowiednio przez X i Y (zaden z nich nie pokrywa si¢ z A, bo punkt C nie lezy
na prostej PQ).

Tréjkat CX P jest symetryczny do CBP, wiec |CX| = |CB]|, |[PX| = |PB|. Ostatnia réwnosé¢
moéwi, ze X jest punktem okregu o srodku P, przechodzacego przez A i B. Skoro za$ lezy na
okregu w i nie pokrywa si¢ z A, musi si¢ pokrywaé z D lub E; ustalmy oznaczenia (D, E) tak,
ze X = D.

Analogicznie stwierdzamy, ze |CY| = |CB|, |QY| = |QB|,Y = E. Tak wigc |CD| = |CB| = |CE]|.
To znaczy, ze punkty B, D, E leza na okregu o srodku C'.

626. Przyjmijmy oznaczenia:
a+1 2" a—1\%"
Up = , Up = dlan=20,1,2,...
" ( 2 ) " ( 2 )

Widaé, ze un = ui_l, Uy = ”721—1? up +vo =a, up —vo = 1, u; —v1 = a.

Udowodnimy indukcyjnie dwie réwnosci. Pierwsza z nich: analogiczna do (2) zachodzi dla n — 1:
Up—1 + Up— n—1
(1) an = LTl dlan=1,2,3,... Yh_ ) =Un—1—Un_1.
Un—1 — Un—1 n
Dla n = 1 zgadza sie. Przyjmijmy jej stusznosé¢ dla n. Wtedy Z okreslenia ciagu (yn) wynika, ze y, = yn,lm:/Q . Stad oraz z (1):
dla n + 1 mamy n n—1 Up—1 + Vn—1
2 2 2 2 Un n
1 1 Yo = Wn-1 )" 2o = (Un—1—vn-1)"" i —o
= Mo 1) = e
Tn =Up_1 — Up—1 = Un = Un,
1 _ _ 1 — Up—
== (u" 1¥ Un-1 4 Un1 7 Un 1) = co konczy dowéd indukeyjny zaleznodci (2).
2 Un—1 — Un—1 Un—1 + VUn—1

(un—l + vn—1)2 + (un—l - Un—1)2 _ Un + vn

Przepisujemy te zalezno$é w postaci

2(up_y —vi_y)

stad stuszno$é (1) dla wszystkich n.

Teraz druga z zapowiedzianych réwnosci:
(2) 2 =up—vn, dlan=1,23,...

- ’ n v, a—1\%"
tn = Un y'r21, = Unqn, gdzie qp=1- = =1- ( ) ’
Un, a—+1

Liczba a jest dodatnia, wiec iloraz w nawiasie jest liczba o module
mniejszym od 1. Wobec tego ¢, — 1. Stad, ostatecznie,

n a+1 /97 a+1
Yn = (unQn)1/2 = : Qn/ - .

Znoéw, dla n = 1 zgadza sie. Wezmy n > 2 i zatézmy, ze réwnosé 2 2
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