Informatyczny kacik olimpijski (48):
Zliczanie prostokatow

W tym kaciku rozwiazemy zadanie Prostokgty (Rectangles), ktére pojawilo sie
w 2007 roku na konkursie organizowanym przez MIT w serwisie spoj.pl.

Zadanie brzmi tak: na ptaszczyznie danych jest n réznych punktow.
Na ile sposobow mozna wybraé cztery z nich tak, aby byly one wierzchotkami
prostokata o bokach réownolegtych do osi uktadu wspolrzednych?

Pierwsze rozwiazanie, ktére powinno przyjsé¢ nam do
glowy, wykorzystuje obserwacje, ze kazdy szukany
prostokat jest jednoznacznie okreslony przez jego dwa
przeciwlegle wierzchotki. Mozemy wiec dla kazdej pary
danych punktéw (lewy dolny, prawy gérny) sprawdzic,
czy do zbioru naleza dwa pozostale wierzchotki. Jedli do
sprawdzania przynaleznosci do zbioru wykorzystamy
tablice haszujaca, takie rozwiazanie bedzie dziatalo

w czasie O(n?).

Moze sie wydawaé, ze Sporo czasu W poOwyzszym
rozwiazaniu tracimy na sprawdzaniu ,ztych” par

— przekatnych, dla ktérych pozostale dwa punkty

nie istnieja. Niestety, prosty przykitad n punktéow
ustawionych w ,dwuszereg” pokazuje, ze wynik moze
by¢ rzedu ©(n?), zatem zaden algorytm zliczajacy
prostokaty pojedynczo nie moze by¢ istotnie lepszy
od powyzszego.

Jak zatem znalezé lepsze rozwiazanie? Zauwazmy na
poczatek, ze mozemy przenumerowaé¢ wspotrzedne na
wejsciu tak, aby wszystkie byty naturalne i nie wicksze
niz n. Nie interesuja nas bowiem dlugosci bokéw czy
pola prostokatow, tylko ich liczba. Podzielmy punkty na
pionowe bloki, tj. ze wzgledu na wspélrzedna x. Bloki
natomiast podzielmy na dwie kategorie — male, czyli

te, ktére zawieraja co najwyzej [/n] punktéw, i duze,
czyli pozostale.

Zapomnijmy na moment o duzych blokach. Powiemy,
ze wspélrzedna y nalezy do bloku, jesli w bloku
znajduje sie punkt o drugiej wspélrzednej réwnej y.
Bedziemy iterowaé¢ po mozliwych potozeniach
dolnego boku prostokata, od gory do dotu. Zatézmy,
ze dolny bok prostokata ma druga wspolrzedna
réwna Y1, 1 rozwazmy te bloki, do ktérych nalezy
punkt o takiej wspoélrzednej — punkty w pozostatych
blokach nie maja szans naleze¢ do takiego prostokata.
Ignorujemy takze wszystkie punkty o drugich
wspoélrzednych nie wiekszych niz y; — te takze

nie maja wpltywu na wynik. Teraz wystarczy policzy¢,
ile jest poziomych odcinkéw o obu koncach wsrod
punktéw, ktére nam pozostaty — jako ze kazdy blok
zawiera y1, kazdy taki odcinek odpowiada jednemu
prostokatowi. Ten krok mozna wykonac tatwo,
przechodzac po wszystkich punktach, ktére nam
pozostaly (w dowolnej kolejnosci, np. od lewej do
prawej), przy okazji zliczajac w tablicy (wspélrzedne
sa malel), ile razy dana rzedna juz wystapila,

i aktualizujac wynik.

Zalozmy, ze wielko$ci matych blokéw to by, 0o, .. .,
przy czym b; < |/n] 1Y b; < n. Przy uwaznej
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implementacji algorytmu matych blokéw wykonamy

w nim liczbe operacji co najwyzej rzedu Y b7.
Faktycznie, wybrana wspétrzedna y; bedzie nalezata
do i-tego bloku b; razy, i wéwczas w fazie przegladania
kazdy punkt tego bloku odwiedzimy co najwyzej raz.
Wykazemy, ze > b? = O(n+/n). Sprébujmy znalezé
yhajgorszy mozliwy” ciag b;. Jesli dla pewnych
réznych k,l mamy 0 < by < by < |/n], to zmniejszajac
br, 0 11 zwiekszajac by o 1, nie zmieniamy . b;,

a jednoczeénie zwigkszamy > b2. Jest to konsekwencja
wypuklosci funkeji kwadratowej. Powtarzajac te
operacje dostatecznie duzo razy, otrzymamy wszystkie
liczby b; — by¢ moze z wyjatkiem jednej — réwne |[/n]
lub 0. Tych niezerowych bedzie co najwyzej \/n + 1,
poniewaz Y b; < n. Ostatecznie, dostajemy

Db < (Vn+ 1)(Vn)? = O(nv/n).

Pozostato nam zajaé si¢ duzymi blokami. Dla dowolnego
bloku B, latwo policzy¢ w czasie O(n), ile jest
prostokatéw, ktére maja dwa punkty w tym bloku —
jesli dla kazdego pozostalego bloku By znamy liczbe
wspolrzednych ¢ wspdlnych dla B i By, to szukana
przez nas liczba jest > w Poniewaz te sume
dodamy do wyniku dla kazdego duzego bloku, wiec
prostokaty o wszystkich punktach w duzych blokach
policzymy dwukrotnie. .. To jednak nie jest duzy
problem — aby sie z nim uporaé, wystarczy dla kazdego
duzego bloku zawrze¢ w sumie wszystkie mate bloki

i tylko te duze, ktére znajduja sie na lewo od niego.

Na szczescie, duze bloki sa wystarczajaco liczne, aby
nie moglo ich byé wiecej niz /n — a wiec ta faza dziala
takze w czasie O(n\/n).

W powyzszych rozwazaniach zapomnieliSmy o kosztach
zwigzanych z sortowaniem i przenumerowaniem
wejsciowych wspolrzednych. Te nie powinny wynies¢
jednak wiecej niz O(nlogn) operacji, wiec sa

znikome w poréwnaniu z kosztem faz zliczajacych.
Cale rozwiazanie dziala wiec w czasie O(ny/n)

i pamieci O(n).

Zainteresowanemu Czytelnikowi polecamy zastanowienie
sie, co by bylo, gdybyémy chcieli, zamiast prostokatow,
zliczaé¢ kwadraty. Czy umiemy to zrobi¢ szybciej, czy
potrzebujemy bardziej skomplikowanych struktur
danych? Tak sformulowane zadanie pojawilo sie na
Obozie Naukowo-Treningowym im. A. Kreczmara

w 2010 roku pod tytulem Ogriodek i mozna je rozwiazywacé
W serwisie main.edu.pl.
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