Zapis 1(w = o) oznacza funkcje, ktéra
przyjmuje wartosé 1, gdy w = o,
a w pozostalych przypadkach jej

wartoscig jest 0.
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Gramy na kumulacje.
Kilka uwag o grze w Lotto

Bolestaw KOPOCINSKI*

Organizatorzy gier liczbowych typu lotto przeznaczaja spora cze$¢ dochodu na
zysk i koszt pozyskania dochodu i ten fakt sprawia, ze wiele os6b powstrzymuje
sie od gry, a dopiero mechanizm kumulacji powoduje zainteresowanie gra. Dla
organizatoréw gier kumulacja jest tylko forma odlozenia wyplaty, przeto nic

na niej nie traca, natomiast nowi grajacy, oczekujacy zysku z podziatu kwoty
odlozonej, graja przeciw stalym graczom.

Gra. Przyjmijmy, ze w grze uczestniczy N oséb, a stawka wynosi 1 zloty.
Dochéd N dzieli sie na czesci: f1 N — czes¢ wzigta przez organizatora,

foN — pula wygranych I stopnia (széstek), fs N — pula wygranych nizszego
stopnia. Gdy w danej grze széstka nie padnie, ta druga cze$é¢ przenosi sie na
kolejna gre i mamy pierwsza kumulacje. Brak szdstki w kolejnych grach daje
sensacyjne niekiedy serie kumulacji. Pojawienie sie széstki w grze przerywa ciag
kumulacji, jest chwila swoistej odnowy w ciagu gier.

W Lotto mamy dwa mechanizmy losowe: wybor szostki M przez maszyne
i wybér széstki S przez gracza. Mozna zalozy¢, ze oba te losowania sa
niezalezne. Rozklad M jest jednostajny:

PM=w)=p= %

(5)
na zbiorze wszystkich mozliwych szostek w wybranych sposréd 49 liczb,
natomiast P(S = w) = p,, zalezy od upodoban graczy. Ten drugi rozkltad moze
byé¢ poznawany jedynie przez statystykow. Prawdopodobienstwo koincydencji

wynosi
=3 Y 1w=0)P(M = w)P(S = 0) = p.

Liczba szo6stek. Niech Xy oznacza liczbe széstek w grze przy udziale N oséb.
Jesli zalozy¢, ze grajacy losuja liczby wzajemnie niezaleznie i maja okreslone
predylekcje do liczb, ale nie maja ich do ukladéw, to

P(Xy=k)= ZP (Xy =k|M =w) =
—pz<> —p,)V P =
sz

Prawdopodobienstwo powstania kumulaql wynosi P(Xy = 0). Oczekiwana
liczba szdstek w grze jest stala, E(Xy) = Np, natomiast predylekcje zwiekszaja
wariancje liczby gléwnych wygranych. Prosty rachunek daje wariancje

Var(Xy) = Np(1 —p)+ N(N — 1)]92(17 —pw)’

exp —Np,), k=>=0.

Ten fakt wyjasnia, dlaczego w praktyce liczba wygranych I stopnia jest
tak bardzo zmienna.

Gra na kumulacje. Oznaczmy przez p(N) prawdopodobiefistwo pojawienia
sie przynajmniej jednej széstki wsrod N kupondw. Jest ono doéé chimeryczne,
zalezy od liczb wylosowanych przez maszyne losujaca i od upodoban grajacych
do okreslonych liczb i ich konfiguracji. Gdyby gracze wybierali swoje typy jak
maszyna, to mielibySmy

pN) =1— (1= p)¥ m1 - e,
Odnotujmy, ze p(mN) =1 — (1 — p(N))™.

Przyjmijmy, ze skumulowane kwoty na nagrody I stopnia wynosza K.
Oczekiwang wygrang W przypadajaca na jeden kupon mozna znalezé, dzielac
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Rozwigzanie zadania F 804.

Z symetrii uktadu wynika, ze moze on by¢

przedstawiony w nastepujacy sposob:

"\:_OO/J

gdzie R = ap. ,Wewnetrzny” uktad sktada

sie¢ z nieskonczonej ilosci oczek, a jego

op6r wynosi Rap/2 (z symetrii uktadu).

Zatem
RR 2
R4+ AB/

R+ Rap /2
RRaAB /2
R+ Rap/2
Dodatnim rozwiazaniem powyzszego

réwnania jest

Rap =R

R+ R+

7—1 7T—1
RAB:R\[g :ap\[3 .

@

Rozwigzanie zadania M 1337.

Zauwazmy, ze kwadrat liczby calkowitej

przy dzieleniu przez 8 daje reszte 0, 1
lub 4, wigc suma dwéch kwadratéw —
reszte 0, 1, 2, 4 lub 5. Gdyby istnialy
liczby catkowite a, b, ¢ spelniajace
rownanie z tresci zadania, to liczba
(at096)2 4 (p1006)2 dawataby przy
dzieleniu przez 8 reszte 6, co jest
niemozliwe.

pule nagréd przez liczbe grajacych. Mamy

W= fs+ <f2+ %)mv).

Wiadomo, ze kumulacja powoduje wzrost liczby grajacych, a rzesza konkurentéw
do podzialu kwoty odlozonej zmniejsza nasze szanse na sukces. Przy rosnacej
liczbie grajacych prawdopodobiefistwo kumulacji znika, p(mN) — 1, gdy

m — 0o. Aby wej$é do gry, nalezy trafnie przewidzie¢ liczbe grajacych.
Statystyczna pewno$é (rozumiang jako zdarzenie o prawdopodobienistwie 0,95)
tego, ze wygrana I stopnia padnie, mamy dopiero przy N przekraczajacym

42 miliony kuponéw. Przy duzym N warunek W > 1 oplacalnosci gry implikuje
N < K/(1— fa— f3).

Wzrost liczby grajacych. Ocena wzrostu liczby grajacych w zaleznosci od
wielkosci kumulacji jest trudnym problemem dla analitykéw gier. Przyjmijmy, ze
wzrost ten w ciagu kumulacji jest potegowy: liczba grajacych w n + 1 kolejnych
grach bedzie réwna N, aN,a?N,...,a" N. Pula nagréd I stopnia przy n-tej
kumulacji wynosi

1_an+1
N(+ata® 4. Fa") = oN——o

Oczekiwana wygrana w n-tej kumulacji wynosi wiec
1— n+1

Wy =fs+ fzﬁp(a”N).

Przypuéémy teraz, ze liczba grajacych jest proporcjonalna do kumulacji.
Niech (N, K,,), n > 0, oznaczaja liczbe grajacych i kwote kumulacji

w serii. Scidle biorac, jesli przyrost liczby grajacych jest proporcjonalny

(ze wspoélezynnikiem proporcjonalnodei b) do funduszu széstek, to zachodza
wzory rekurencyjne:

No =N, Ky =0,
N, =N, 1+bK,,, K,=K, 1+ fo2N,_1, n=>1
Zwrot w n-tej grze wynosi
W = fs+ fo(1+ Kn/Na)p(Np), 1> 0.

Obliczenia. Przeanalizujmy czas czekania na korzystne wejscie do gry.
Obserwujac czestosé pojawienia sie pierwszej kumulacji, wielko$é p(N) mozna
probowaé oszacowaé. Niepoprawny optymista, nie majac danych, moze przyjac,
ze jest ono réwne 1.

Wezmy dla przykladu f; = fo = 0,4, f3 = 0,2 i niech N = (), a wtedy

p(N) =1 — e~!. Eksperymenty numeryczne pokaza, jak wzrost liczebnogci
grajacych wplywa na czas wejécia do gry. Przy wzroscie potegowym szukamy
chwili, kiedy po raz pierwszy jest W, > 1. Obliczenia pokazuja, ze przy

1,1 <a< 1,4 mamy n > 3, przy czym dla a = 1,4 mamy p(a®N) = 0,94. Przy
wzroécie proporcjonalnym szansa na zwrot W¥ =1, gdy b = 0,2, pojawia si¢
przy szeéciu kumulacjach. Przy b = 0,3 liczba grajacych roénie tak szybko, ze
w grze na kumulacje nie ma miejsca na zysk.

Manipulacja. Organizator gry, zainteresowany wzrostem liczby grajacych,
moze modyfikowaé¢ podzial puli na nagrody tak, azeby kwota skumulowana
rosta szybko, ma wiec narzedzie do manipulowania klientami. Eksperymentujac
wielkoscia puli nagréd poszczegdlnych stopni, pozostawmy zysk organizatora
bez zmiany, przeznaczmy 0,4N na wygrane nizszego stopnia i 0,2N na
wygrane I stopnia. Zmiana nie wplynie na liczbe wygranych, natomiast
podwoi wygrane nizszych stopni i zmniejszy kwoty skumulowane. Teraz czas
czekania na korzystna kumulacje wydtuzy sie. Przy wzroscie potegowym
ip(N)=1-e"1, dlaa=12 otrzymujemy n = 4, przy a = 1,3 otrzymamy
n =5, itd. Trzeba jednak pamietac¢, ze kiedy liczba grajacych wzrasta
gwaltownie, warunki do gry na kumulacje moga nie by¢ osiagniete,

nim padnie széstka. Dodajmy jeszcze, zanim przystapimy do gry na
kumulacje, ze gigantyczne wygrane maja matla uzytecznosé dla szczesliwcow.
Ale jest to juz inny problem.
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