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Rys. 1. Wyznaczanie liczby policyjnej

a) $ciezki, b) cyklu, c) gwiazdy. Kolorowy
punkt z litera T' oznacza terroryste,
pozostale punkty oznaczaja policjantéw.
Kolorowe strzalki pokazujg strategie
policjantéw.
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Kt67 z nas nie bawil sie jako dziecko w chowanego? Zabawa ta sprawia
dzieciom wiele rado$ci, mimo ze z algorytmicznego punktu widzenia jest
bardzo prosta. Jezeli bowiem wszyscy ukrywajacy sie czekaja uczciwie
w swoich kryjowkach, to zawsze uda sie ich znalezé — wystarczy, jezeli
szukajacy przejrzy wszystkie miejsca.

Sytuacja jednak komplikuje si¢, kiedy ukryte osoby moga zmienia¢ swoje
kryjéwki w czasie poszukiwan. Okazuje sie, ze wtedy szala trudnosci
przechyla sie¢ w druga strone. O ile w oryginalnym sformutowaniu wiele oséb
ukrywalo sie i wystarczyla jedna, aby je znalezé, o tyle teraz do znalezienia
nawet jednej osoby zwykle potrzeba wielu szukajacych.

Poszukiwania staja si¢ jeszcze trudniejsze, jezeli nie znamy ograniczenia
na predko$é¢ uciekiniera. Zapewne sytuacja ta jest dobrze znana rodzicom
prébujacym znalezé swoje pociechy — dobrze wiedza, ze dzieci potrafia
sie porusza¢ z dowolna predkoscia, niekoniecznie ograniczong przez
predkosé swiatta.

Problem. Sprobujmy sformalizowaé nasze zadanie. Zastanawiamy sie¢ nad
kwestia przeszukiwania spdjnego grafu nieskierowanego, np. reprezentujacego
budynek, w ktérym ukrywa sie terrorysta. Nie wiemy, gdzie on jest, jak sie
bedzie poruszal ani nawet jak szybko bedzie w stanie to robi¢. Interesuje nas
minimalna liczba policjantéw potrzebnych do przeszukania grafu i ztapania
terrorysty bez wzgledu na jego sposéb poruszania sie.

To zadanie ma wiele wersji, wiec potrzebujemy uscisli¢ pewne zalozenia.
W naszym przypadku zaktadamy, ze terrorysta zostanie ztapany, jezeli

w danym momencie spotka policjanta w tym samym wierzchotku badz

w tym samym punkcie krawedzi. Innymi stowy, stojac w dowolnym
wierzchotku, policjant widzi jedynie ten wierzcholek (bez krawedzi z niego
wychodzacych) i podobnie, stojac w krawedzi, widzi tylko ten jej punkt,
w ktérym sam sie znajduje, a nie cata krawedz.

Szukana liczba policjantéw jest parametrem grafu. Nazwijmy ja liczbg
policyjng grafu.

Rozpatrzmy kilka przyktadéw (patrz rys. 1):

e Dla grafu bedacego $ciezka liczba policyjna wynosi 1, bo wystarczy, ze
jedna osoba przejdzie graf od poczatku do konca.

e Dla cyklu potrzebne sa juz dwie osoby, bo jezeli jeden policjant porusza
sie po cyklu, to terrorysta moze np. zawsze ukrywacé sie w wierzchotku
sasiednim do tego, w ktérym jest policjant, i poruszaé sie tak samo, jak
on. Dwoch policjantéw juz moze przeszukaé cykl — wystarczy, jezeli jeden
poczeka w pewnym wierzchotku, a drugi przejdzie caly cykl.

e Dla gwiazdy (czyli grafu, w ktérym pewien wierzcholtek v jest polaczony ze
wszystkimi pozostalymi, a kazda krawedZ jest incydentna z v) potrzeba
dwoch przeszukujacych, bo w czasie, kiedy jeden odwiedza pewien
wierzcholek rézny od v, terrorysta moze przemieszcza¢ sie dowolnie po
pozostalych wierzchotkach (pod warunkiem, ze wszystkich wierzcholkéw
jest co najmniej 4). Dwéch policjantéw wystarczy, bo jeden moze stanaé
w wierzchotku v, a drugi w tym czasie moze przejrze¢ caly graf.

Pierwsze proby rozwigzania. Zastanéwmy sie nad jakimi$ ograniczeniami
na liczbe szukajacych. Oczywiscie, zawsze wystarczy |V| + 1 policjantéw,
gdzie V jest zbiorem wierzchotkéw grafu, poniewaz mozemy w kazdym
wierzchotku postawi¢ straznika i jednym dodatkowym policjantem
przeszukaé¢ wszystkie krawedzie.
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Punktem artykulacji grafu nazywamy
pojedynczy wierzchotek, ktérego usunigcie
powoduje rozpad pewnej spéjnej
sktadowej grafu na kilka mniejszych.

@

Rozwigzanie zadania M 1334.
Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby
catkowitej k liczby k i k% daja te sama
reszte z dzielenia przez 3 (wystarczy

to sprawdzi¢ dla k € {0, 1,2}). Zatem
liczby k, k3, k5 kT, ... daja t¢ sama reszte
z dzielenia przez 3. Stad

T (m + 6)m+7

dajg t¢ sama reszte¢ z dzielenia przez 3.
Ciag reszt z dzielenia przez 3 liczb

12,23, 34 . jest wiec okresowy

o okresie 6 i zaczyna si¢ od 1,2,0,1,1,0.
Poniewaz 2011 = 335 - 6 + 1, wigc S2011
daje przy dzieleniu przez 3 te samg reszte
co 2335+ 1, czyli 2. Stad S2011, S2010
nie sg podzielne przez 3, zas Sapps juz jest.

Jest to jednak bardzo zgrubne ograniczenie, zwykle liczba policyjna bedzie
znacznie mniejsza. Wiemy jednak dzigki niemu, ze rzad rozwiazania
to O(|V]).

Mozemy tez dla danego grafu G wykonywaé pewne redukcje do mniejszych

instancji zadania (choé nie wszystkie zachowaja dokladne rozwiazanie):

e Mozemy z grafu usunaé¢ kazdy wierzcholek stopnia 2, taczac przy tym
incydentne z nim krawedzie w jedna.

e Mozemy umiescié kilku (powiedzmy k) straznikéw w pewnym podzbiorze
wierzchotkow, ktérego usuniecie spowodowaloby rozspdjnienie grafu
(mozemy np. wybraé¢ do tego punkty artykulacji). Nastepnie mozemy
znalez¢ rozwiazanie dla kazdej z powstalych spéjnych sktadowych
oddzielnie. Powiedzmy, ze znalezione dla nich liczby policyjne to
ai, as, ..., an; wtedy dostateczna (choé niekoniecznie minimalna)
liczba jest k 4+ max(ay,asg, ..., ay). Odpowiada to strategii, w ktorej
zespot k policjantéw pilnuje przejscia miedzy otrzymanymi spdjnymi
sktadowymi, natomiast zesp6t pozostatych przeszukuje po kolei
wszystkie sktadowe.

e Mozemy z grafu usunaé¢ wszystkie wierzchotki o stopniu 1 (incydentne
z dokladnie jedng krawedzia — nazwijmy je lisémsi), otrzymujac graf G’.
Jezeli obliczymy liczbe policyjnag [ dla grafu G’, to do przeszukania
oryginalnego grafu G wystarczy nam [ + 1 policjantéw, poniewaz mozemy
przy pomocy [ policjantéw przeszukiwaé¢ podgraf G’ i dla kazdego
liscia v calego grafu G zatrzymac tych [ policjantéw w momencie,
kiedy jedyny sasiad u lidcia v zostaje po raz ostatni odwiedzony
w strategii przeszukiwania G’. W tym momencie moze wkroczy¢ do
akcji dodatkowy policjant, ktory przybiegnie do u i z niego przejdzie
do v. W ten sposéb wierzcholek v oraz incydentna z nim krawedz
u—v zostang przeszukane i nigdy wiecej terrorysta nie bedzie mégl sie
tam znalezc.

Niestety, powyzsze redukcje (oprécz pierwszej) nie sa dokladne,
tzn. pozwalaja jedynie na znalezienie pewnej dostatecznej liczby policjantéw,
ale niekoniecznie minimalnej.

Okazuje sig, ze problem wyznaczenia liczby policyjnej grafu jest NP-trudny.
Znaczy to, ze ludzko$é nie zna zadnego rozwigzania o wielomianowej
zlozonosci czasowej. Jednak w przypadku tego problemu nie jest nawet
jasne, w jaki sposéb rozwiazaé go w czasie wykladniczym lub nawet O(n!),
co dla wigkszosci NP-trudnych probleméw jest oczywiste.

Postarajmy sie wiec znalezé rozwiazanie dziatajace w czasie wyktadniczym.

Algorytm. Znamy juz pewne sposoby ograniczania liczby policyjnej z gory.
Zeby jednak méc analizowaé jej ograniczenia z dolu, potrzebujemy jakiego$
opisu wszystkich mozliwych rozwiazan. Do skonstruowania tego opisu bedzie
nam pomocny nastepujacy

Fakt 1. Liczba policyjna grafu nie zmienia sie przy przyjeciu ograniczenia, ze
policjanci poruszajq sie po kolei, tzn. w kaZdym kroku jeden z nich przesuwa
sie do sgsiedniego wierzcholtka.

Dzieki temu stwierdzeniu mozemy podzieli¢ caly czas przeszukiwania

na dyskretne momenty. To pozwala nam w pewien sposdb opisaé

i usystematyzowaé¢ mozliwe strategie jako sekwencje dyskretnych ruchow
policjantow.

Jezeli znaliby$my jeszcze gérne ograniczenia na czas przeszukiwania

w takiej strategii, to moglibyémy juz podaé¢ pewien ,brutalny” algorytm
przeszukujacy wszystkie mozliwe sekwencje ruchow. Ztozonoéé takiego
podejscia bytaby trudna do oszacowania, jednak prawdopodobnie istotnie
przekraczataby ztozonosé wyktadnicza.
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Rys. 2. Moment przeszukiwania

krawedzi u—v; kolorowe linie oznaczaja

krawedzie skazone.

Rozwigzanie zadania F 801.

Warunek réwnowagi banki mydlanej to
Py = py + 40/r, gdzie P; jest ci$nieniem

wewnatrz banki. Po zmniejszeniu
promienia banki o polowe ci$nienie
wywierane przez zakrzywiong

powierzchnig¢ banki zwickszy si¢ do 8o /7.

Skoro temperatura uktadu jest stata,
to ci$nienie powietrza wewnatrz
banki, odwrotnie proporcjonalne
do jej objetosci, wzroénie 8 razy,

8P = ps + 80 /r. Z otrzymanych dwéch

réwnan wyznaczamy

240
p2 = 8p1 + 7—

Zadanie upraszcza sig, jezeli spojrzymy na nie z innej strony. Ot6z zamiast
zastanawiaé sie nad réznymi strategiami, przyjrzyjmy sie mozliwym
kolejnosciom przeszukiwania krawedzi.

Jezeli zatozymy, ze w kazdym ruchu pewien policjant przechodzi z pewnego
wierzchotka do sasiedniego, to w naturalny sposéb pojawig sie pojecia
krawedzi skazonej i krawedzi czystej, czyli odpowiednio takiej, w ktérej moze
by¢ terrorysta, i takiej, w ktorej na pewno terrorysty w danym momencie
nie ma.

Teraz bedzie nam potrzebny jeszcze jeden, nietrywialny fakt.

Fakt 2. Istnieje optymalna strategia monotoniczna, tzn. taka, w ktorej
2bidr krawedzi czystych rosnie (czyli jesli jakas krawedZ jest czysta w danym
momencie, to juz do korica przeszukiwania taka bedzie).

Tak wiec, zamiast bada¢, czy dana strategia przeszukuje wszystkie
krawedzie, pomys$lmy nad dowolna sekwencja oczyszczania krawedzi

i obliczmy, ilu potrzeba policjantéw, aby ja zrealizowac. Jezeli nastepnie
zbadamy to dla wszystkich mozliwych kolejnosci przeszukiwania krawedzi,
to minimum z otrzymanych wynikéw bedzie réwne liczbie policyjnej grafu.

Jak dla danej kolejnosci przeszukiwania krawedzi wyznaczy¢ liczbe
potrzebnych policjantow? Rozwazmy zbiory czystych krawedzi w kolejnych
momentach. Zauwazmy, ze do blokowania czystego podzbioru krawedzi
potrzeba dokladnie tylu policjantéw, ile jest w grafie wierzchotkéw
incydentnych zaréwno z krawedzia czysta, jak i z krawedzia skazona.

To jednak nie wystarczy. Musimy jeszcze rozwazy¢ sposdb przeszukania
kazdej krawedzi — moze sie bowiem zdarzy¢, ze w czasie jej przeszukiwania
potrzebnych jest wiecej osob niz potrzeba straznikéw bezposrednio przed

i bezposrednio po operacji.

Rozwazmy wiec sama operacje oczyszczenia pewnej krawedzi u—v.
Zalozmy, ze przed jej oczyszczeniem u jest incydentne z a krawedziami
czystymi 1 b krawedziami skazonymi (nie liczac u—v), natomiast v

z ¢ czystymi i z d skazonymi (réwniez nie liczac u-v). Sytuacje przedstawia
rysunek 2.

Niech x bedzie liczba policjantéw potrzebnych do pilnowania krawedzi
tuz przed oczyszczeniem u—v, natomiast y — tuz po jej oczyszczeniu.
Oczyszczenie krawedzi u—v wymaga max(z,y) + 1 policjantéw w sytuacji,
gdy spelniony jest nastepujacy warunek:
(a=b=0luba>0,b>0)oraz (c=d=01lubc>0,d>0).

We wszystkich innych przypadkach potrzeba doktadnie max(z,y)
policjantow.

Koszt przeszukania grafu przy zadanej kolejnosci krawedzi jest réwny
maksimum z zapotrzebowan na policjantéw we wszystkich momentach.

Otrzymujemy wiec algorytm o zlozonosci O*(|E|!), czyli dzialajacy
w czasie O(|E|!) z dokladnoscia do czynnika wielomianowego (E to zbior
krawedzi grafu).

Mozemy jednak te zlozonoéé zmniejszyé do O* (21F1), jezeli postuzymy sie
programowaniem dynamicznym — mozemy oblicza¢ dla kazdego podzbioru
krawedzi minimalng liczbe policjantow potrzebna do uzyskania danego
podzbioru krawedzi czystych. Jezeli bedziemy generowali te wyniki dla
coraz wigkszych podzbioréw krawedzi, to dla kazdego z nich mozemy
obliczy¢ wynik w czasie wielomianowym, korzystajac z wynikéw dla
mniejszych zbiorow.

Doktadna specyfikacje tego algorytmu pozostawiam jako ¢wiczenie
dla Czytelnika.
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