Informatyczny kacik olimpijski (47): Godzilla

W tym miesiacu oméwimy zadanie, ktére rozwiazywali uczestnicy Obozu
Naukowo-Treningowego im. A. Kreczmara w 2009 r.

Siec telewizji kablowej sklada sie z n wezlow i m jednokierunkowych polgczen.
Do kazdego wezla sieci jest podlgczony co nagmniej jeden dom. Niektore wezty
sq wyroznione i do nich bezposrednio transmitowany jest program. W danym

domu mozna go oglgdad, jesli istnieje polgczenie (niekoniecznie bezposrednie)
od wyroznionego wezla do wezla, do ktorego podlgczony jest dom.

Niestety, siec¢ jest narazona na ataki zlosliwej Godzilli, ktora, nie wiedzie¢ czemu,
zZywi sie infrastrukturg telewizji kablowej. Co dzien zjada ona jedno polgczenie

z sieci. Majgc dang liste s polgczen, ktore kolejno zje Godzilla, nalezy wyznaczyd,
ile mintmalnie wezlow nalezy oznaczyc jako wyrdznione kazdego dnia, tak aby
kazdy dom mogl odbierac program.

Sie¢ kablowa mozemy traktowaé jako graf skierowany G o n wierzchotkach

i m krawedziach. Aby znalezé minimalny zbiér wyrédznionych weztéw,
wyznaczamy podzial grafu G na silnie spdjne sktadowe. Silnie spdjna
sktadowa nazwiemy poczgtkowq, jesli nie wchodzi do niej zadna krawedz

(tzn. do zadnego wierzchotka tej sktadowej nie wchodzi krawedZ z wierzcholka
spoza tej skladowej). Zauwazmy, ze w kazdej poczatkowej skladowej musimy
wyrézni¢ co najmniej jeden wierzchotek, aby dostarczyé¢ program do
wierzcholtkéw tej skladowej. A poniewaz do kazdej niepoczatkowej skladowej

istnieje Sciezka ze sktadowej poczatkowej, wiec taki zbiér wierzchotkéw

jest wystarczajacy.

Znajdowanie podziatu na silnie spdjne sktadowe mozemy zrealizowaé
dwukrotnym przejéciem grafu w glab w czasie O(n 4+ m). Jesli po kazdym
usunieciu krawedzi bedziemy wyznaczali ten podzial od nowa, dostaniemy
algorytm o koszcie czasowym O(s - (n + m)).

Chcieliby$my umie¢ szybko uaktualniaé¢ strukture
sktadowych po usunieciu krawedzi. Nie jest jednak
jasne, jak to zrobié¢, gdyz po takiej operacji jedna

ze skladowych moze rozpasé¢ sie na mniejsze sktadowe
i wydaje sig, ze nie da si¢ ich wyznaczy¢ szybciej niz
w czasie liniowym wzgledem rozmiaru oryginalnej
sktadowej. Zastosujemy wiec pomystowa sztuczke

i odwrécimy czas: zaczniemy od grafu, w ktérym
usunieto wszystkie s krawedzi, i bedziemy je dodawaé
do grafu w odwrotnej kolejnosci. Tym sposobem
pojedyncza operacja bedzie polaczenie kilku sktadowych
w jedna, a to juz wyglada przyjaznie;j.

Niech k bedzie aktualng liczba poczgtkowych
sktadowych. Przez caly czas bedziemy utrzymywaé
podziat zbioru wierzchotkéw grafu

V=AUAU...UA,UBiUByU...UBy.

Zbior A; tworza wierzcholki i-tej poczatkowej
sktadowej; do zbioru B; naleza za$ wierzcholki, ktére

sq osiagalne z A; (jesli wierzcholek jest osiagalny z kilku
poczatkowych sktadowych, to nalezy do zbioru B; dla
jednej z tych skladowych).

Zobaczmy, co sie dzieje, gdy dodajemy do grafu
nowa krawedz u — v. Jesli v € B; dla pewnego 1, to
dodanie tej krawedzi nie spowoduje zadnych zmian
w strukturze poczatkowych sktadowych, a wiec

nie musimy nic robié.

W przeciwnym przypadku v € A; dla pewnego i.
Bedziemy przeszukiwaé graf transponowany G
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(czyli przechodzi¢ krawedzie grafu G w odwrotnym
kierunku), np. algorytmem DFS, poczawszy od
wierzchotka u. Dla kazdego napotkanego wierzchotka w
ze zbioru B;, przenosimy go do zbioru A; (wiemy,

ze jest cykl w ~» u — v~ w, gdyz w € B; jest
osiagalny z A;). Oczywiscie, dla kazdego napotkanego
wierzchotka w € A; ucinamy przeszukiwanie, gdyz gdy
raz wejdziemy do A;, to juz z niego nie wyjdziemy.

Jedli za$ napotkamy wierzcholek w € A; U B; dla

1 # j, to znaczy, ze znalezliSmy $ciezke, ktéra pokazuje,
iz sktadowa A; stala si¢ osiagalna ze skladowej A;.
Zatem powigkszamy Bj, wykonujac B; := B; U A; U By,
usuwamy zbiory A;, B; i konczymy przeszukiwanie.
Liczba poczatkowych skladowych zmalala o jeden.

Oszacujmy zlozono$¢ czasowa naszego algorytmu.
Obliczenie podziatu dla poczatkowego grafu G bez

s zjedzonych krawedzi realizujemy w czasie O(n + m).
Podziat ten bedziemy przechowywaé¢ w strukturze danych
dla zbioréw rozlacznych (ang. find-union). Wtedy kazda
operacja 1) zapytania, do ktérego ze zbioréw nalezy dany
wierzcholek i 2) zlaczenia zbioréw bedzie miala ,prawie
staly” koszt zamortyzowany — a dokladniej O(log* n),
przy czym w praktyce log* n < 5. Dodatkowo, sumaryczny
czas przeszukiwania grafu GT wynosi O(n +m), gdyz
kazda krawedzia przechodzimy co najwyzej raz.

Zatem calkowity koszt czasowy to O(n + m + slog* n),
przy zuzyciu pamieci rzedu O(n + m).
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