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Bolek i Lolek zdecydowali sie¢ zagra¢ w ryzykowna gre. Maja do dyspozycji
czekolade, podzielong na mate kwadratowe kawaltki. Nie jest to jednak zwyczajna
czekolada — jej lewy dolny kwadrat jest zatruty. Ruch polega na wybraniu jednego
niezjedzonego jeszcze kawalka oraz zjedzeniu go wraz ze wszystkimi znajdujacymi
sie wyzej lub bardziej na prawo od niego (czyli podczas wykonywania ruchu
trzeba zje$¢ przynajmniej jeden kawalek czekolady). Jak latwo sie domysli¢, gracz,
ktory zje trucizne, przegrywa. Gre rozpoczyna zawsze Bolek, a potem chlopcy
ruszaja sie na zmiane (rys. 1). Zastanowimy sie nad pytaniem, ktéry z nich ma
strategie wygrywajaca.

Zeby odpowiedzie¢ na to pytanie, sprébujmy najpierw rozwigzaé najprostsze
przypadki. Dla czekolady o wymiarach 1 x n, gdzie n > 1, czyli bedacej poziomym
paskiem, rozwiazanie jest tatwe. Bolek wybiera drugi kawatek od lewej i zjada go
razem z cala reszta lezaca na prawo od niego (rys. 2). W ten sposéb zostawia Lolkowi
jedynie kawalek z trucizna, ktéra ten niechybnie zje, tym samym przegrywajac.

Wytrawni Czytelnicy znaja z pewno$cia trik polegajacy na wykorzystaniu symetrii
gry. To pozwoli nam rozwiazaé kolejny przypadek. Jezeli czekolada ma wymiary
n x n dlan > 1, to Bolek réwniez moze zapewni¢ sobie wygrana. W pierwszym
ruchu zjada kwadrat o boku n — 1, zostawiajac Lolkowi poziomy pasek o wysokosci 1
i szerokosci n — 1, pionowy pasek o wysokosci n — 1 1 szerokosci 1 oraz trucizne
(rys. 3). Nastepnie Bolek nasladuje ruchy Lolka: wykonuje to samo, tylko w innym
pasku. Przyktadowo, gdy Lolek zje trzy kawatki z poziomego paska, Bolek odpowie
mu zjedzeniem trzech kawaltkéw z pionowego paska. Tym sposobem nigdy nie zje
trucizny i w pewnym momencie doprowadzi Lolka do sytuacji sam na sam z jednym,
zatrutym kawalkiem czekolady.

Dalej jest coraz trudniej, ale rozwazymy jeszcze jeden przypadek. Dla czekolady
o wymiarach 2 x n Bolek takze ma strategie wygrywajaca. Tym razem pozostawia
on Lolkowi po swoim ruchu czes¢ czekolady w ksztalcie schodka, to znaczy w dolnym
rzedzie jest n kawalkéw, a w gornym n — 1 (rys. 4). Krétka analiza przypadkéw
pozwoli nam stwierdzié¢, ze niezaleznie od ruchu Lolka w nastepnym ruchu Bolek
moze znéw doprowadzi¢ do takiej wlasnie sytuacji. Grajac zgodnie z ta strategia,
nie zje nigdy trucizny, wiec po pewnej liczbie ruchéw musi zjesé¢ ja Lolek.

W tym miejscu zaczynaja sie schody. Naprawde nie jest tatwo znalezé jeszcze jakas
szczegblng sytuacje, w ktérej mozna opisac strategie — polecam samodzielne proby
rozpatrzenia wybranych przypadkow.

7 pomocy przychodzi nam nieintuicyjna metoda zwana podkradaniem strategii.
Udowodnimy, ze Bolek ma strategie wygrywajaca zawsze, niezaleznie od wymiarow
czekolady, jednak takiej strategii nie wskazemy.

Przypusémy nie wprost, ze to Lolek ma strategie wygrywajaca; doprowadzimy do
sprzecznosci. Rozwazmy nastepujaca strategie Bolka. W pierwszym ruchu zjada
on tylko jeden maly kwadracik z prawego gérnego rogu i od tej chwili ,kradnie”
strategie Lolka. To oznacza, ze w swoim ruchu Bolek patrzy, jak w tej sytuacji
ruszylby sie Lolek (mozemy przyjaé, ze strategia Lolka jest znana), i rusza sie
dokladnie w ten sposob. Pamietajmy, ze strategia Lolka jest wygrywajaca, wiec
zgodnie z naszym zalozeniem, mimo wszystkich swoich wysitkéw, Bolek przegra.

Do celow dalszych rozwazan oznaczmy ksztalty czekolady po k-tym ruchu Bolka
i Lolka odpowiednio przez By i Ly. Czyli kolejne konfiguracje w grze to:

By,Ly,Bs,La,...,By_1,Li_1, By,

gdzie Ly, sklada sie z jednego, zatrutego kawalka czekolady, a By, jest puste (skoro
Bolek przegra, to zje ostatni kawalek, co zakonczy gre).

Udowodnimy teraz, ze wbhrew wczedniejszym zalozeniom jednak wygra Bolek.
Przypomnijmy, ze By to prostokat bez jednego kawalka w prawym gdérnym rogu.
Przyjrzyjmy sie pierwszemu ruchowi Lolka, z B; do L;. Dokonajmy kluczowej
obserwacji — ksztalt L1 to z pewnoscia cala czekolada bez pewnej prostokatnej
czescl w prawym gornym rogu. Tylko do takich ksztaltow jest w stanie doprowadzi¢
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AX + XY +YC =
= (AX + XB) + (BY +YC) <

AX?2 X B2 BY? Y2
B [

= V2(AB + BO).

Obwéd czworokata jest maksymalny, gdy
maksymalna jest suma AX + XY + YC.
Powyzej zachodzi réwnosé wtedy i tylko

wtedy, gdy AX = XB i BY =YC, czyli
wtedy i tylko wtedy, gdy prosta p tworzy
z poélprosta BA kat 45°.

Lolek z B;. Jednak taka sytuacje Bolek mogt osiagnac¢ juz w pierwszym swoim
ruchu. Spéjrzmy wiec, jak wéwcezas potoczytaby sie rozgrywka.

Ksztalty czekolady w tej rozgrywce po i-tym ruchu Bolka i Lolka oznaczmy
odpowiednio Bj oraz L}. Mamy B{ = L;. Zauwazmy jednak, ze w obu
rozgrywkach zaréwno Lolek, jak i Bolek, stosuja te sama strategie — strategie
wygrywajaca Lolka, ktora to Bolek wlaénie podkrada. Zatem ta rozgrywka
potoczylaby sie dokladnie tak samo, jak rozwazana przed chwila; jedyna réznica
polega na tym, ze wszystko odbywa si¢ tu o ruch wczesniej. Skoro wszystko jest
przesuniete o jeden ruch, to zauwazamy, ze zatruty kawatek tym razem zjada
Lolek. A przeciez jego strategia miala by¢ wygrywajaca. . .

Zeby to precyzyjnie uzasadnié¢, napiszmy, ze cigg otrzymanych ksztaltéw czekolady
wyglada nastepujaco:
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gdzie B = L; oraz L}, = B;;. Skoro tak, to rozgrywka zakonczy si¢ doktadnie
tak, jak opisywana wczesniej, czyli na ruchu z ksztalttu Lj_; do ksztaltu Bj.
W rozpatrywanej teraz rozgrywce te pozycje sa oznaczone odpowiednio
Bj,_, oraz Lj, czyli ostatni ruch (zjedzenie trucizny) wykonuje Lolek — to on
przegrywa. Otrzymujemy w ten sposob sprzecznosé z zalozeniem, ze istnieje

Wykazalismy wiec, ze strategii wygrywajacej nie moze mie¢ Lolek. Korzystajac
z twierdzenia méwiacego, ze dla gier takich jak czekolada doktadnie jeden

z graczy ma strategie wygrywajaca, dostajemy, ze musi mie¢ jg Bolek.
Twierdzenie to nie jest trudne, ale na tym marginesie jest zbyt mato miejsca,
by je udowodnié. Idea dowodu polega na rozpatrywaniu drzewa gry, ktére jest
ograniczone, i uzasadnianiu, ze w tej sytuacji z dowolnego jego wierzchotka

Argument podkradania strategii (ang. strategy stealing) jest uzyteczny przy analizie
wielu innych gier. Pozwala wykazac¢, na przyktad, ze w grach go, hex, gomoku
(kétko i krzyzyk do pieciu na planszy 19 x 19) i wielu innych wygrywa pierwszy
gracz. Zazwyczaj, tak jak dla czekolady, jego uzycie jest niezwykle proste, a pozwala
uzasadnié istnienie strategii, od ktérych znalezienia jesteSmy bardzo dalecy.

W przypadku gry go argument podkradania strategii dziata z bardzo prostej
przyczyny — po prostu wstrzymywanie si¢ od ruchu jest dozwolone. Stad w oczywisty
sposob gracz pierwszy mogtby ukrasé strategie gracza drugiego, wstrzymujac sie
przy pierwszym ruchu. Ciekawe, ze chociaz wiemy, ktory gracz wygrywa, znalezienie
strategii dla niego jest niestychanie trudne. Najlepsze programy komputerowe
grajace w szachy wygrywaja z szachowym mistrzem Swiata, dla go zas graja jedynie
na poziomie poczatkujacego. Dotychczas najwigkszy rozmiar planszy, dla ktérego
znaleziona zostala strategia wygrywajaca, to 7 x 7, a oryginalna gre rozgrywa sie
na planszy 19 x 19, wiec do pelnego sukcesu jeszcze duzo brakuje.

Dla gomoku powdd dzialania podkradania strategii jest nieco inny, ale réwniez
nietrudny. Po prostu postawiony krzyzyk lub kétko nigdy nie przeszkadza
graczowi, ktory go postawil. Zatem pierwszy gracz moze postawi¢ swoj znak

i dalej graé tak, jak gdyby wcale tego nie zrobil. Gdy w pewnym momencie
strategia zmusi go do postawienia znaku w miejscu, gdzie ten juz jest, to on

Z kolei dla gry hex rozwiazanie jest dalece nietrywialne. Te gre wymyslil

John Nash i to on znalazl gracza wygrywajacego. Trudnos¢ polega na
wykazaniu, ze w tej grze nigdy nie ma remiséw — wéwczas argument dziata

w podobny sposob jak dla gomoku. Dla hex najwieksza plansza, dla ktorej znana
jest strategia wygrywajaca, to 9 x 9, podczas gdy zwykle gra sie na 11 x 11.

7 pewnoscia jest jeszcze wiele gier, w ktérych trik z podkradaniem strategii si¢
przydaje — przyjemnosé¢ odnajdywania ich i badania pozostawiam Czytelnikom.
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doktadnie jeden gracz ma strategie wygrywajaca.
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