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Wiadomo, ze srodek cigzkosci ,,pelnego”
tréjkata pokrywa si¢ ze $rodkiem
cigzkosci jego wierzchotkéw (dowdd

np. w Delcie 7/2008). Srodek cigzkosci
obwodu tréjkata moze by¢ gdzie indziej.

Za miesigc dalsze zastosowania srodka
cigzko$ci do zadan pozornie z nim
niezwigzanych.
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Rys. 3 (a) i (b). Ji/:s oznacza
jednokladnosé o srodku A i skali 2/3.

Srodek ciezkosci Joanna JASZUNSKA

Srodek ciezkosci to — intuicyjnie — taki punkt, w ktérym trzeba coé podeprzed,
by owo co$ utrzymalo sie w rownowadze. Mozna go wlasnorecznie poszukaé
na przyktad dla dlugopisu, balansujac nim poziomo na palcu.

1. Czy istnieje wieloscian wypukly, w ktérym zaden rzut $rodka ciezkosci

na plaszczyzne zawierajaca $ciane nie nalezy do tej Sciany?

Fakt 1. Dla punktow X1, ..., X, z masami odpowiednio mq, ..., m, > 0 istnieje

dokladnie jeden Srodek cigzkosci S = S((X1,m1), ..., (Xn, my)) i jedynie on spelnia
warunek my - SX1 + ... +my - 8X, = 0. W szczegdlnosci S((X1,m1), (X2, ms))
to jedyny taki punkt S na prostej X1 Xs, Ze Xlg :SXo =mo i my.

Fakt 2. Jesli cze$é sposrod rozwazanych punktow zastgpié ich srodkiem ciezkosci

z masq rowng sumie ich mas, to $rodek ciezko$ci calego ukladu nie zmieni sie.

2. Wykaz, ze rodkowe tréjkata przecinaja sie w sSrodku ciezkosci jego wierzchotkow.
3. Udowodnij, ze srodkiem ciezkosci obwodu tréjkata jest srodek okregu wpisanego
w trojkat utworzony przez $rodki jego bokdéw.

4. W wierzchotkach trojkata ostrokatnego ABC umieszczono masy odpowiednio
tg XA, tg X B, tg XC. Wykaz, ze ich srodkiem ciezkosci jest ortocentrum AABC.

5. Trzy muchy o réwnych masach i zaniedbywalnych rozmiarach spaceruja
po obwodzie tréjkata, jedna z nich przeszla caly obwdd. Wykaz, ze jesli srodek
ciezko$ci much nie zmienia polozenia, to pokrywa sie ze srodkiem ciezkosci tréjkata.

6. Wykaz, ze wszystkie osie symetrii wielokata przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzania

R1. Jedli rzut srodka ciezkosci wieloscianu wypuktego nie nalezy do $ciany, na ktoérej
on stoi, to wielo$cian ten przewraca sie. Gdyby istnial opisany w zadaniu wielo$cian,
przewracalby si¢ w nieskonczonosé. Ale to jest niemozliwe. [J

R2. Umiesémy w wierzchotkach AABC réwne masy m. Wtedy S((B,m), (C,m)) = D,
gdzie D to érodek BC (rys. 1). Srodek ciezkoéci tréjkata S = S((A,m), (D, 2m))

lezy na srodkowej AD; analogicznie lezy na pozostalych srodkowych. Ponadto

AS :SD =2:1, czyli $rodkowe dzielg si¢ w stosunku 2 : 1, liczac od wierzchotka. O

Wskazéwki 3. Kazdy bok zastapmy punktem w jego srodku z masg odpowiadajaca
jego dlugosci. Jaki trojkat tworza te punkty? Jesli punkt K na boku EF trojkata
DEF spelia EK : KF = DE : DF, to jest spodkiem dwusiecznej X EDF'.

RA4. Jedli CF jest wysokoscia AABC, to tg<xA = CF/AF itg<B = CF/BF (rys. 2).
Stad AF/BF = tg <B/tg XA, czyli F = S((A,tg <A), (B, tg <B)). Szukany srodek
ciezkosci lezy wiec na C'F' i analogicznie na wysokosciach z A iz B. O

R5. Rozwazmy moment, gdy mucha, ktéra przeszta caly obwdd, jest w wierzchotku A
trojkata. Srodek ciezkosci pozostalych dwéch much jest w srodku M odcinka
pomiedzy nimi (rys. 3(a)). Srodek ciezkoéci S wszystkich much jest na odcinku AM
oraz AS: SM =2: 1, czyli S = J2/3(M). Stad S € J2/*(AABC).

Analogiczne rozumowanie dla wierzchotkéw B i C prowadzi do wniosku, ze jedynym
mozliwym potozeniem S jest srodek ciezkosci trojkata (rys. 3(b)). O

R6. Kazda o$ symetrii wielokata przechodzi przez $rodek ciezkosci S jego wierzchotkéw,
bo obrazem S w symetrii wzgledem takiej osi jest on sam. [

Zadania domowe

7. Udowodnij, ze w dowolnym czworo$cianie odcinki taczace wierzchotki
ze srodkami cigzkosci przeciwlegltych $cian przecinaja si¢ w jednym punkcie.

8. Czy dla dowolnego punktu S wewnatrz trojkata mozna w jego wierzchotkach
umiedci¢ takie masy, by ich srodek cigzkosci byt w S7

9. Na plaszczyznie danych jest sze$¢ punktéw, z ktérych zadne trzy nie sg
wspolliniowe. Srodek ciezkosci tréjkata utworzonego przez pewne trzy z nich
oznaczmy jako S, za$ érodek ciezkosci trojkata utworzonego przez pozostate
trzy — jako T. Wykaz, ze wszystkie tak wyznaczone proste ST przecinaja sie
w jednym punkcie.
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