Osobliwosé tréjkatéow
Jarostaw GORNICKI*

Pole figury I’ zawartej miedzy prostymi z = a, x = b, gdzie a < b, oraz
krzywymi y; = f(x), y2 = g(z), gdzie 0 < f(z) < g(z) dla x € [a,b], mozna
wyrazi¢ wzorem |F| = ff(g(w) — f(z)) dx. Jedli wprowadzimy funkcje
r(z) = g(z) — f(z), to |F| = f;r(x) dz. Ostatnia zaleznosé¢ dowodzi, ze
ksztalt figury F' nie ma zadnego znaczenia, wazna jest jedynie dlugos¢
odcinkéw r(z) dla réznych wartodci zmiennej x. Te obserwacje wyraza
zasada Cavalieriego dla figur ptaskich:

jezeli dwie figury plaskie w przecieciu z kazdg prostg rownolegle do danej dajg
przekroj o tej samej dlugosci, to pola tych figur sg rowne.

Przekroje nie muszg nawet by¢ w jednym kawalku — wystarczy, zebySmy umieli
obliczy¢ sumaryczna dlugoséc takiego przekroju. Twierdzenie odwrotne nie jest
prawdziwe — istnieja figury o rownych polach, ktérych nie mozna ulozyé na
plaszczyznie tak, ze przecinane prostymi réwnoleglymi o wskazanym kierunku,
w kazdym przypadku beda dawaé przekroje o rownych dlugosciach.

Twierdzenie 1. Nie istnieje tréjkat T o polu wr?, taki e przekroje pewnego
kota o promieniu r i trojkqgta T kazdq prostg rownoleglq do danej sq odcinkami
o réownych dlugosciach.

Dowdd. Gdyby istnialo takie polozenie kola o promieniu
r > 01 tréjkata T, w ktérym kazda prosta o ustalonym

kierunku przecinalaby te figury na odcinkach réwnej
dlugosci (jesli w ogéle by je przecinala), to prosta, ktéra
przechodzitaby przez srodek kota, musiataby przechodzié
przez jeden z wierzchotkéw trojkata i jej przeciecie

z trojkatem mialoby dtugosé 2r. Tréjkat T’ zostalby
podzielony na dwa tréojkaty, dla ktérych to przeciecie
byltoby wspoélna podstawa. Poniewaz opuszczone na nia
wysokosci w sumie mialyby dlugo$é¢ 2r, wiec pole trojkata
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musiatoby byé réwne 212 # mr2. Uzyskana sprzecznoéé
konczy dowdd. O

W przypadku tréjkatéw o réwnych polach sytuacja jest catkowicie odmienna,
chociaz nielatwo to sobie wyobrazié¢, gdy patrzymy na dwa tréjkaty o réwnych
polach, z ktérych jeden jest ,cienki i dlugi”, a drugi ,krotki i pekaty”.

Twierdzenie 2 (H. Eves, 1991). Dla trdjkqtéw o réwnych polach istnieje takie
ich polozenie na plaszczyinie, zZe kazda prosta réwnolegla do danej przecina kazdy
z trojkgtow na odcinku o tej samej dlugosci.

Dowdd. Zalézmy, ze trojkaty ABC i A’B’C’ maja réwne pola. Rozpatrzmy
dwa przypadki.

Przypadek 1. Jeden bok trojkata ABC' ma taka sama dlugo$é jak jeden bok
tréjkata A’B’'C’. Mozemy przyjaé bez straty ogélnosci, ze |BC| = |B'C’|.
Umieszczamy trojkaty ABC i A’B’C” tak, aby boki BC oraz B'C’ lezaly na
prostej [, zas$ wierzcholki A i A’ lezaly w tej samej pélplaszcezyznie.
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Poniewaz tréjkaty ABC 1 A’ B’C’ maja réwne pola, wiec wierzcholki A i A" leza
na prostej k réwnoleglej do [. Sprawdzmy, ze dla dowolnej prostej n, réwnoleglej
do I, jej przekroje z tréjkatami ABC i A'B'C’ sg réwne, czyli |DE| = |D'E’|
przy oznaczeniach z rysunku. Istotnie, z twierdzenia Talesa mamy

|BC| |AC| H |A'B'| _|B'CY|

|DE| |AE|  h |A'D'| |D'E'|’
Przypadek 2. W tréjkacie ABC zaden bok nie ma takiej samej
dlugosci jak bok trojkata A’B’C’. Bez utraty ogdlnosci rozwazan
przyjmujemy, ze a = |BC| < |B’'C’| = a’. Umieszczamy trdjkaty
ABC i A'B’C’ tak, ze majg one wspdlny wierzchotek A = A’, boki
BC'i B'C’ sg réwnolegle i punkt A nalezy do pasa wyznaczonego
przez proste zawierajace te odcinki. Niech D bedzie punktem
przecigcia prostych BB’ i CC'.

Na odcinku DA, jako na érednicy, wykreslamy okrag O.
Prosta przechodzaca przez $rodki bokéw BB’ i CC’
przecina ten okrag w punktach M i N. Wéwczas prosta

DN przecina odcinek BC' w punkcie L, a odcinek B'C”

w punkcie L’. Punkty L i L’ dziela odcinki BC' i B'C’

w takim samym stosunku, na mocy twierdzenia Talesa.
Zatem pole trojkata AC'L stanowi taka sama czes¢ pola
trojkata ABC, jaka czeScia pola trojkata A’B'C’ jest pole

B/

7 P trojkata A’C’L'. Poniewaz pola trojkatéw ABC i A’B'C’
sg réwne, wiec réwne sg tez pola tréjkatéow ACL 1 A'C'L’.
Ponadto, poniewaz |[LN| = |NL'| i kat DNA jest prosty, wiec |AL| = |A'L|.
Umieszczamy teraz trojkaty ABC i A’B’'C’ tak, by odcinki AL i A’L’ lezaly na
prostej [, a wierzchotki C' i C’ lezaly w tej samej polplaszezyznie. Z réwnosci
pol tréjkatéw ACL i A’C'L’ wynika, ze wierzchotki C' i C” lezg na prostej k
réownoleglej do [, a wierzcholki B i B’ na prostej n, takze réwnoleglej do I.
C’ k
l

Dwukrotne odwotanie do przypadku 1 konczy dowdd twierdzenia. O

Powiadaja, ze

dwaj najmtodsi uczniowie Galileusza, Bonaventura Cavalieri i Evangelista Torricelli,
byli ludzmi do tego stopnia pogodnymi i pelnymi poczucia humoru, ze nawet podczas
pracy naukowej robili sobie wzajemnie zaawansowane psikusy ku uciesze znajomych.
Ich najwazniejsze dzieto, Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione
promota, przedstawiato oryginalna koncepcje powstawania podstawowych figur
geometrycznych, nazwanych przez nich kontinuami. Twierdzili mianowicie, ze linia to
zapis dziejéw punktu w jakims$ przedziale czasu, powierzchnia to dzieje linii, a bryta
to dzieje powierzchni. Przy takim podejéciu istotne byto podanie regul, jak przy
ruchu punktu powstaje dtugosé, jak przy ruchu linii powstaje pole, a przy ruchu
powierzchni — objetosé.

Podobno w poczatkowej redakcji stosownego rozdzialu Cavalieri napisat, ze miary

te sa zsumowaniem elementéw nizszego wymiaru (tych tytulowych niepodzielnych):
dlugosé linii powstaje ze zsumowania punktéw sktadajacych sie na nia, pole — dlugosci
odcinkéw, a objetosé ze zsumowania pol figur ptaskich. Przeczytawszy to, Torricelli
zaprosit znajomych na obiad, na ktérym stwierdzit: Mdj kolega Bonaventura, ogladajgc
(zalaczony) rysunek, udowodnil, ze pole tréjkqta prostokgtnego z lewej strony jest réwne
polu tréjkata z prawej — przeciez kazdemu pionowemu odcinkowi skliadajgcemu sie

na jeden z nich odpowiada dokladnie jeden odcinek skladajacy sie na drugi!

Podobno koledzy $miali sie i bawili przez wiele godzin, a Cavalieri po powrocie do domu
sformutowal zasade, nazywana dzi$ jego imieniem, juz poprawnie.
M. K.
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