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Rys. 3. Podmiana krawedzi uw i vz na
uv i we.

Odtwarzanie grafu Jakub RADOSZEWSKI

W grafie nieskierowanym mozemy obliczy¢ stopien kazdego wierzchotka, czyli liczbe
krawedzi incydentnych z tym wierzchotkiem. Przyktadowo, dla grafu-koperty (rys. 1)
otrzymujemy w ten sposob ciag stopni 4, 4, 3, 3, 2. Wykonanie takiego przeksztalcenia
dla danego grafu jest naprawde proste. Mozemy jednak postawi¢ pytanie odwrotne: czy
majac dany ciag liczb, mozemy stwierdzi¢, czy odpowiada on stopniom wierzchotkéow
jakiego$ grafu nieskierowanego, a jesli tak, zrekonstruowaé ten graf?

Wezmy, na przyklad, ciag 4, 4, 3, 3, 1 — czy jest on ciagiem stopni jakiegos grafu?
Tutaj tatwo udzieli¢ odpowiedzi negatywnej. Faktycznie, kazda krawedz w grafie
wplywa na zwiekszenie stopni dwdch wierzchotkéw o jeden, czyli suma stopni musi
zawsze by¢ parzysta. A teraz co$ bardziej skomplikowanego: ciag 4, 4, 3, 2, 1. Jesli
dopuszczamy krawedzie wielokrotne, graf mozemy odtworzy¢, na przyklad, tak jak na
rysunku 2. To jest jednak multigraf — w ,zwyklym” grafie nie mozemy mieé¢ krawedzi
wielokrotnych ani petli. Po chwili kombinowania mozna sprawdzié, ze podany ciag
nie odpowiada zadnemu zwyklemu grafowi. Przydalby sie¢ jaki$§ uniwersalny przepis
na takie sprawdzanie.

Na szczedcie taki przepis — algorytm — istnieje. Jest on przyktadem podejscia
zachlannego: wybieramy dowolny wierzchotek grafu, czyli element ciagu stopni,

po czym laczymy go krawedziami z wierzchotkami o mozliwie najwyzszych stopniach.
Nastepnie zmniejszamy stopnie tych wierzchotkéw, usuwamy wybrany wierzchotek

z grafu i powtarzamy to samo od poczatku. Jesli w pewnym momencie nie uda sie
znalez¢ odpowiedniej liczby wierzchotkéw o dodatnich stopniach, konczymy algorytm
z wynikiem negatywnym. Rozwazmy, dla przyktadu, poczatkowy ciag 4, 4, 3, 3, 2.
Wybieramy wierzchotek o stopniu 3 i tagczymy go z wierzchotkami o stopniach 4, 4, 3.
Nowy ciag to 3, 3, 2, 2. Wybierzmy ponownie wierzcholek o stopniu 3; taczymy go ze
wszystkimi pozostatymi i otrzymujemy ciag 2, 1, 1. Jesli teraz ponownie wybierzemy
wierzcholek o najwyzszym stopniu, to uda nam si¢ skonstruowacé caly graf, doktadnie
taki jak na rysunku 1. Gdybysmy natomiast zaczeli od ciagu 4, 4, 3, 2, 1 i wybrali
kolejno pierwsze dwa wierzchotki (te o poczatkowym stopniu 4), juz w drugim kroku
—ciag 3, 2, 1, 0 — otrzymaliby$my odpowiedZ negatywna.

Wykazemy, ze ta metoda, znana tez pod nazwa algorytmu Havla-Hakimiego,

zawsze daje poprawne wyniki. W tym celu wystarczy udowodnié, ze jesli dla danego
ciggu liczb istnieje graf, dla ktérego rozwazany ciag jest ciagiem stopni wierzchotkéw,
to nasz algorytm taki graf znajdzie. Zalézmy, przez zaprzeczenie, ze nierosnacy ciag
di,...,d, odpowiada stopniom wierzchotkéw pewnego grafu G, ale nasz algorytm
uruchomiony dla ciagu (d;) zwrécit odpowiedz negatywna. Niech d; bedzie stopniem
pierwszego wierzchotka rozwazanego w algorytmie; nazwijmy ten wierzchotek u.

W naszym algorytmie prébujemy potaczyé wierzchotek u z wierzchotkami o stopniach
di,ds, ... (z pominigciem samego d;, rzecz jasna). Skoro graf G istnieje, to na pewno
dla wierzchotka v musi nam sie to udac.

Spytajmy zatem, z jakimi wierzchotkami w G jest potaczony wierzchotek u. Jesli

z tymi samymi co w naszym algorytmie, to mozemy usunaé wierzchotek u wraz

z tymi polaczeniami i rozumowaé indukcyjnie dla ciagu o jeden wierzchotek krétszego.
Zalézmy wigc, ze tak nie jest: niech v bedzie wierzchotkiem o najwiekszym mozliwym
stopniu dj, ktory nie jest potaczony z u w grafie G. Wierzchotek v musi by¢ zatem
potaczony w G z jakim$ innym wierzchotkiem, powiedzmy w, o stopniu dj, dla

k > j. Pokazemy, ze mozemy w G tak pozamienia¢ krawedzie, zeby wierzchotek u

byt potaczony z v zamiast z w (patrz rysunek 3). Faktycznie, poniewaz d; > di — 1,
wiec w G musi istnieé¢ jaki§ wierzchotek (nazwijmy go z) polaczony z v i niepolaczony
z w. Podmieniajac w grafie G krawedzie uw i vxr na krawedzie uv i wz, otrzymujemy
dokltadnie to, czego chcielismy. Jesli po wykonaniu tej operacji zbiér sasiadéw u w G
wciaz nie jest tej samej postaci co w naszym algorytmie, kontynuujemy tego typu
podmiany az do chwili, kiedy te zbiory sgsiadéw beda takie same. Po tym usuwamy

z grafu G wierzcholek u wraz z incydentnymi krawedziami i powtarzamy wczesniejsze
rozumowanie na tak zmniejszonym grafie. Widaé, ze na koncu otrzymamy doktadnie
taki graf, jaki skonstruowatby nasz algorytm.

Witret implementacyjny: Podany algorytm mozna zaimplementowac¢ w czasie
kwadratowym ze wzgledu na liczbe wierzchotkéw grafu, czyli O(n?). Wystarczy

w metodzie zachtannej za kazdym razem wybiera¢ wierzchotek o najwigkszym stopniu,
czyli odpowiadajacy elementowi di. Wowczas obstuzenie tego wierzchotka polega

na zmniejszeniu elementéw ds, ..., dq, +1 0 jeden, usunigciu elementu d; z ciagu

i poprawieniu uporzadkowania ciagu. Wszystko to mozna zrobi¢ w czasie O(n),

16



I

Rys. 4. Pierwszy krok algorytmu
zachlannego wykonywany dla ciagu
5,5,4,4,4,4,4,4,2,2,1.
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Rys. 5. Macierz M skonstruowana dla
ciggu graficznego 4, 3, 3, 2, 2. Ciagg sum
w kolumnach tej macierzy to 4, 4, 2, 3, 1.

przy czym najmniej oczywistg faze — przywracanie porzadku nierosnacego —
wykonujemy za pomoca co najwyzej jednego odwrdcenia fragmentu ciggu,
patrz tez rysunek 4.

Przy nieco ostrozniejszej implementacji mozna zapisa¢ ten algorytm w ztozonosci
czasowej proporcjonalnej do sumy elementéw ciagu (d;), czyli w czasie
proporcjonalnym do liczby krawedzi konstruowanego grafu. Jak to zrobié?

Jesli jesteSmy zainteresowani tylko binarng informacja — czy podany ciag jest ciggiem
stopni wierzchotkéw jakiegos grafu (czy ciag jest graficzny) — mozemy postuzyé sie
jeszcze prostszym kryterium. Pochodzi ono od Erdésa i Gallaiego (w skrécie EG)

i orzeka, ze nierosnacy ciag di,...,d, o parzystej sumie jest graficzny wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego k = 1,2,...,n — 1 zachodzi nieréwnos¢

k
> di<k(k—=1)+ Y min(d, k).
i=1

i=k+1

Aby zrozumieé sens nieréwnosci EG, pokazemy, ze stanowia one warunek

konieczny na graficznosé ciagu (d;). Ustalmy parametr k. Wéwczas po lewej stronie
nieréwnosci mamy ,zapotrzebowanie na krawedzie” pierwszych k wierzchotkéw. Owo
zapotrzebowanie moze zosta¢ zaspokojone przez krawedzie taczace pewne pary tych
wierzchotkéw — takich krawedzi moze byé co najwyzej k(k;l), a kazda z nich ma wpltyw
na stopnie dwoch spoérdd rozwazanych wierzchotkéw — oraz przez krawedzie taczace
pewne z tych wierzchotkéw z pozostatymi. Wierzchotek o stopniu d;, i = k+1,...,n,
dostarcza co najwyzej k takich krawedzi — po jednej do kazdego z wierzchotkow
di,...,dr — a zarazem, oczywiscie, co najwyzej d; krawedzi, skad otrzymujemy
konieczno$é¢ nieréwnosci EG.

Z kolei dostatecznosé¢ warunkéw EG mozna probowaé pokazaé, wykorzystujac
wlasnosci algorytmu zachtannego. Przyktadowo, polecamy Czytelnikowi pouczajace
sprawdzenie, ze pierwsze dwie nieréwnosci EG sa rownowazne temu, iz algorytm
zachtanny poprawnie przetworzy kolejno wierzcholki o stopniach di i d2. Pelny dowdd
dostatecznoéci kryterium EG jest, niestety, bardziej skomplikowany.

Witret implementacyjny: Kryterium EG ma takze te przewage nad algorytmem
Havla—Hakimiego, ze jego prawdziwos¢ mozna sprawdzi¢ w czasie liniowym wzgledem
liczby wierzchotkéw grafu. Latwo zauwazy¢, ze wszystkie sumy prefiksowe i sufiksowe

ciagu (d;): . B
Sizzdj7 SZ:ZdJa
j=1 j=i

mozna obliczyé w czasie O(n). Wtedy lewa strona k-tej nieréwnosci EG to
doktadnie Sj. Z kolei troche¢ nietypowe sumy wystepujace po prawej stronie
nieré6wnosci mozna tatwo obliczyé, jesli znamy liczbe elementéw ciagu (d;) wiekszych
niz k (oznaczenie: py). Wéwczas suma po prawej stronie to S, jesli pr <k,
natomiast w przeciwnym przypadku jest ona réwna S}/,kJrl + k- (pr — k). Wreszcie
ciag (p;) mozemy wyznaczy¢ w czasie O(n), i to na kilka réznych sposobéw.

Warto na koniec wspomnieé o jeszcze jednym kryterium graficznosci ciggu. Nie jest
ono efektywniejsze ani bardziej praktyczne od kryterium EG, ale za to wyglada
bardziej egzotycznie. Zalézmy, ze di < n — 1, w przeciwnym przypadku mamy
natychmiast odpowiedz negatywna. Rozwazmy macierz zero-jedynkowa M wymiaru
n X n, o zerowej przekatnej, w ktorej i-ty wiersz zawiera d; jedynek dopchnietych do
lewej strony — z uwzglednieniem jednak zerowej przekatnej (rys. 5). Niech c¢1,...,¢n
bedzie ciggiem sum w kolumnach macierzy M. Wéwczas kryterium Gale’a—Rysera
orzeka, ze ciag (d;) jest graficzny wtedy i tylko wtedy, gdy sumy prefiksowe ciagu (d;)
sa zdominowane przez sumy prefiksowe ciagu (c;), tzn.
k k

Zdi < Zci dla kazdego k =1,...,n — 1.

i=1 i=1
Whnikliwemu Czytelnikowi pozostawiamy podanie zwiazku miedzy tym kryterium
a warunkami EG.

Na koniec kilka pytan do Czytelnika. Jakie warunki musi spetniaé ciag stopni (d;), zeby
dalo sie z niego odtworzy¢ graf, ktéry jest spdjny? A jakie, zeby odpowiadal stopniom
wierzchotkéw jakiegos grafu dwudzielnego? No dobrze, to drugie zadanie jest dosyé
trudne. Ale jakie warunki musi spetniaé para ciagéw (a:)¥_; i (b;)!_;, tak aby istniat
graf dwudzielny, w ktérym (a;) odpowiada stopniom wierzchotkéw z jednej grupy,

a (b;) — wierzchotkom z drugiej grupy?
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