Osobom nieobeznanym z jezykiem
wegierskim przypominamy, ze u naszych
bratankéw pisane sz wymawia si¢ jak
polskie s i na odwrét — pisane s wymawia
sig¢ jak polskie sz. Zatem wegierskie
szekeres powinnismy wymawiaé jak
polskie sekeresz.

Zbiér na plaszczyznie nazywamy
wypuklym, jezeli odcinek taczacy dwa
dowolne punkty tego zbioru w catosci si¢
w nim zawiera. Dla wielokata warunek
wypuklosci jest réwnowazny temu, ze
miara kazdego z jego katéw wewnetrznych
jest mniejsza niz 180 stopni.
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Zdarza sie czasem, ze zachod slonca i pusta, piaszczysta plaza zachwycaja nas,
kiedy patrzymy na nie, spacerujac brzegiem morza, jednak zamknigte w martwe
ramy zdjecia przywodza na my$l co najwyzej stowo ,kicz”. Ta historia, gdyby
jeden z hollylédzkich rezyseréw zdecydowal sie nakrecié¢ film na jej podstawie,
wydalaby sie z pewnoscia banalna. Tymczasem napisalo ja zycie. Napisalo

i umiescito w niesamowitym, matematycznym Swiecie, przez co nabrata
szczegblnego uroku. Postuchajcie opowiesci o niezwyklej wiezi, jaka polaczyta
dwoje ludzi. .. A moze bedzie to opowiesé o tym, jak niezwykla wiez polaczyta
dwoje ludzi z matematyka? Przeczytajcie i ocencie sami.

Lata trzydzieste ubieglego stulecia byty, z wielu wzgledéw, dla mieszkancéw
Wegier czasem trudnym. Ale zima w roku 1933 byla wyjatkowo pickna. Oproszony
$niegiem urokliwy Park Miejski czy pelne czaru kawiarenki w Budapeszcie stanowily
idealne miejsce spotkan. Grupka mlodych ludzi (miedzy innymi Paul Erdés,

Paul Turdn, George Szekeres i Esther Klein) te zimowa scenerie uznala za idealne
tto dla dtugich i inspirujacych rozmoéw o. .. matematyce. Ktéregos mroznego,
niedzielnego popoludnia Esther, ktéra wyjatkowa miloscia patala do probleméw
geometrycznych, podzielila sie z kolegami pewna obserwacja.

Twierdzenie (Esther Klein, 1933). Wsrdd dowolnych pieciu punktow na
plaszczyznie, z ktorych Zadne trzy nie leZg na jednej prostej, zawsze znajdziemy
cztery punkty, ktore sq wierzcholtkami wypuklego czworokgta.

Dowdd. Wystarczy przeanalizowaé trzy rodzaje mozliwych konfiguracji pieciu
punktéw na plaszczyznie. Jezeli leza one w wierzchotkach pieciokata wypuklego,
to dowolne cztery z nich spelniaja teze twierdzenia. Zachodzi ona rowniez,
gdy cztery punkty tworza wypukly czworokat, a piaty punkt lezy w jego
wnetrzu lub na zewnatrz. Pozostaje do sprawdzenia ,najgorszy” przypadek,
gdy trzy punkty (A4, B i C) sa wierzchotkami tréjkata, wewnatrz ktérego
leza dwa pozostale D i E (patrz rysunek 1). Wéwcezas prosta przechodzaca
przez wewnetrzne punkty D i FF musi przecia¢ doktadnie dwa boki trojkata,
gdyz zgodnie z zalozeniem o niewspodtliniowosci zaden z wierzchotkéw

nie moze na niej leze¢. Ale w takim przypadku wierzchotki A i B, ktére

leza po jednej stronie prostej, wraz z punktami D i E tworzg wypukly
czworokat ABDE. O

Ta niewinnie wygladajaca obserwacja geometryczna stala sie dla Erdosa

i Szekeresa inspiracja do dalszych badan nad ciekawymi problemami

7 pogranicza geometrii i kombinatoryki. Postawili nasuwajace sie od razu
pytanie: czy twierdzenie Esther Klein o czworokacie mozna uogdlni¢ na dowolne
k-katy wypukle? Innymi stowy, czy w odpowiednio duzym i ,,porzadnym”
zbiorze punktéw na plaszczyznie mozna zawsze odnalez¢ wielokat wypukly

o zadanej liczbie wierzchotkéw? Wkrotce opublikowali oni wspélna prace,

ktora stata si¢ motorem szybkiego rozwoju geometrii kombinatoryczne;j.

Ich gléwne twierdzenie dawalo pozytywna odpowiedz na postawione

wczesniej pytanie.

Twierdzenie (Erdés, Szekeres, 1935). Dla kazdej liczby naturalnej k istnieje
taka liczba naturalna N, zZe wsrod dowolnych N punktow na plaszczyinie,

z ktorych Zadne trzy nie leZg na jednej prostej, zawsze znajdziemy k punktow,
ktore sq wierzcholkami wypuklego k-kqta.

W dowodzie autorzy wykorzystali twierdzenie Ramseya (nalezy ono obecnie

do klasyki kombinatoryki) oraz wezesniejsza obserwacje Esther Klein. Jasne
jest, ze jezeli znajdziemy jakakolwiek liczbe N, ktora spelnia teze powyzszego
twierdzenia, to kazda liczba wicksza od niej tez ja musi spelnia¢. Naturalny
staje sie problem wyznaczenia najmniejszej takiej liczby dla zadanego k.
Oznaczmy ja (tak jak w oryginalnej pracy) przez No(k). Sprébujmy wyznaczyé

i Ekonometrii, Uniwersytet Zielonogérski wartoéci No(k’) dla kilku pOCZthOWyCh k. Trywialnie N0(3) =3.
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Rys. 2. Osiem punktéw bez wypuktego
pieciokata

Paul Erdés byt mistrzem w stawianiu
hipotez. Wigkszo$¢ z nich byta na

tyle celna, ze nie dawala si¢ ani

tatwo udowodnié, ani tatwo obalié.

W pézniejszym okresie zaczal on nawet
oferowaé nagrody pieni¢zne za ich
rozstrzygniecie (w wysokosci od 25

do nawet 3000 dolaréw). Wiele z nich
pozostaje otwartych po dzi$ dzien,

a po $mierci Erddsa nagrody wyptlaca
jego bliski przyjaciel i wspélpracownik,
Ron Graham.

Po wojnie Esther i George Szekeres
osiedlili sie¢ w przepieknej, dziewiczej
Australii. Ich milo§é do siebie i mitos$é
do matematyki przetrwala prébe czasu.
Wspdlnie dozyli sedziwego wieku

(on 94, ona 95 lat), do konca oddajac
sie swym matematycznym pasjom.
Zmarli, po prawie siedemdziesigciu
latach malzenstwa, tego samego dnia
(28 sierpnia 2005 roku) w odstepie
zaledwie jednej godziny.

Twierdzenie Esther Klein, polaczone z obserwacja, ze nie kazdy czworokat
na plaszczyZnie jest wypukly, daje nam Ny(4) = 5. Wykazanie, ze Ny(5) =9,
wymaga nieco wigcej zachodu. Rysunek 2 przedstawia uktad oSmiu punktéw,
z ktérych zadne trzy nie leza na jednej prostej i zadne pie¢ nie tworzy
wypuklego pieciokata. Dowdd, ze wérdd dziewieciu punktéow sytuacja taka
nie moze zaistnie¢, jest znacznie trudniejszy i po raz pierwszy znalazl go Makai
(ten dowdd nie zostal nigdzie opublikowany, ale byl cytowany przez Erddsa
i Szekeresa). Czy znajac pierwsze trzy wartosci ciagu No(k), mozna dostrzec
jakas prawidlowo$¢?
Erdés i Szekeres zauwazyli, ze

No(3)=2'+1, Nod)=22+1, Ny(5)=2°+1
i, mimo ze nie znali wartosci Ny(k) dla zadnego wiekszego k, a oszacowania,

ktére wynikaly z dowodu ich twierdzenia, wygladaly na istotnie nadmiarowe, to
pokusili sie o postawienie bardzo $mialtej hipotezy, mowiacej, ze dla dowolnego k
No(k) =2F72 41,

Dopiero w roku 1961 opublikowali oni prace, w ktérej pokazali (przez
jawna konstrukeje), ze No(k) > 2F~2 + 1. Niestety, wyznaczenie dokladnych
wartosci Ny (k) okazalo sie zagadnieniem o wiele bardziej ztozonym. Do dnia
dzisiejszego pokazano jedynie, ze Ny(6) = 2* + 1 = 17. Dokonali tego Szekeres
i Peters wspomagani przez program komputerowy, ktéry pomégt przeanalizowaé
rézne potozenia 17 punktow na plaszczyznie i stwierdzié, ze w kazdym z nich pojawit
sie wypukly szesciokat. Wktad ludzki polegal w tym przypadku na znacznym
ograniczeniu zbioru konfiguracji, ktére wymagaly analizy komputerowej. Wynik
ten ukazal si¢ drukiem dopiero w 2006 roku, a wiec rok po $mierci Szekeresa.
Wydaje si¢ niemozliwe, aby metoda komputerowa mogta poméc przy wyznaczaniu
No(7), No(8) i kolejnych wartosci. Najlepsze, jak do tej pory, gbrne oszacowanie
na Ny(k) znalezli w 2005 roku Téth i Valtr, dowodzac, ze

k
Jak widaé, jest ono bardzo dalekie od tego, ktore 70 lat wczesniej przedstawili
Erdés i Szekeres.

Tutaj historia tego twierdzenia wcale nie musi sie skonczy¢. By¢é moze to wlasnie
Ty, Czytelniku, bedziesz autorem scenariusza do kolejnej czesci. Ale teraz
pewnie zastanawiasz sie, gdzie jest obiecywany happy end. Ot6z wspomniana na
samym poczatku obserwacja geometryczna Esther Klein nie tylko zainspirowata
George’a Szekeresa do zajecia sie problemem w ujeciu matematycznym, ale
tez skierowala jego uwage na osobe autorki. Zaledwie w rok po opublikowaniu
artykutu Erdésa i Szekeresa odbyl sie §lub George’a i Esther. Twierdzenie
Esther Klein zyskalo nazwe twierdzenia z happy endem, a panstwo Szekeres zyli
dtugo i szczesliwie.

THE END

-]

Rozwigzanie zadania M 1329.

1 sposob. Zalézmy, ze dane punkty nie leza w jednej ptaszczyznie. Punkty B i D naleza do
sfery S1 o srednicy AC. Podobnie, punkty A, C naleza do sfery S2 o $rednicy BD. Ale sfera
jest jednoznacznie wyznaczona przez cztery niewspoélplaszczyznowe punkty, wigc S1 = Sa.
Dwie srednice ustalonej sfery leza w jednej plaszczyznie, wiec w szczegdlnosci odcinki AC, BD
leza w jednej plaszczyznie, co daje teze.

II sposéb. Gdzie lezy punkt D? Wobec X DAB = 90° lezy on na plaszczyznie 7 prostopadlej
do AB i przechodzacej przez A. Podobnie wnioskujemy, ze punkt D lezy na plaszczyznie o
prostopadtej do prostej BC' i przechodzacej przez C. Punkt D lezy wiec na prostej { = 7N o,
ktéra przechodzi przez punkt E, uzupelniajacy tréjkat ABC' do prostokata ABCE.

Prosta ¢ jest rzutem prostokatnym prostej C'D na plaszczyzne w. Poniewaz CD L AD, to
z twierdzenia o trzech prostopadltych AD 1 ¢, wiec D = E. Punkty A, B, C, D lezg wiec na
jednej plaszczyznie.
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