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Uzasadnienie wzoru (2) nie jest
trudne, gdy znamy podstawy rachunku
rézniczkowego i catkowego. Punktem
wyjscia jest réwnosé (n = 2k + 1)
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Gdy poznajemy matematyke, liczby oznaczane symbolami e oraz 7
pojawiaja sie bardzo czesto. Uznajac waznosé tych liczb, badamy ich
arytmetyczna nature. Wiemy, ze e jest liczba niewymierng (L. Euler, 1737 r.)
oraz 7 jest liczba niewymierng (J.H. Lambert, 1767 r.). Przestepnosé¢ liczby e
wykazal Ch. Hermite w 1873 r., a przestepno$¢ liczby m wykazal w 1882 r.
F. Lindemann. Wyznaczenie dobrych przyblizen wartosci tych liczb nie jest
zadaniem banalnym. Przypomnijmy, jak mozna to zrobic.
Obliczamy e. Liczbe e definiujemy wzorem Newtona z 1665 r.

11 1 1
(1) €:1+ﬁ+5+§+...zzoa.
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Definicja (1) pozwala na obliczenie wartosci liczby e z duza dokladnoscia.
Zauwazmy, ze dla n > m + 1 zachodzi nieréwnos¢
1 1

— < ;
n! " (m+1)(m + 1)n—(m+1)
wiec mozemy oszacowal reszte szeregu:
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Sprébujmy obliczyé wartoéé liczby e z szeScioma cyframi doktadnymi

po przecinku, czyli wyznaczmy jej przyblizenie z doktadnoscia do 1%7. W tym
celu mozemy wzia¢ m = 10, bo wowczas blad nie przekracza Wl-lo < % < %.
Jesli w wyrazeniu 19 =14+ 1+ % + % +...+ ﬁ pozostawimy bez zmian
pierwsze trzy skladniki, a kazdy z pozostalych ulamkéw zastapimy
zaokragleniem na 6smym miejscu po przecinku, to sumaryczny blad nie bedzie
wiekszy niz 0,5 - # -8=4- #. W ten sposéb otrzymujemy e = 2,718281 .. .,
przy czym wszystkie wypisane cyfry sa poprawne.

Obliczamy w. Liczbe 7 definiujemy wzorem Leibniza z 1673 r. (wzér ten byl
znany J. Gregory’emu dwa lata wczesniej):

T 11 1 = (=Dn
2 —=l-ct-—Z+...= .
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Definicja Leibniza ma powazna wade — praktycznie nie nadaje sie¢ do
wyznaczania doktadnej wartosci liczby 7w, poniewaz szereg jest zbyt wolno
zbiezny. Wyznaczanie wartosci 7 ze wzoru (2) z dokladnoseia do trzech
miejsc po przecinku wymaga obliczenia sumy az 10000 kolejnych sktadnikow.
Skorzystamy wiec z rozwinigcia Gregory’ego:

1 1 1 — (=1
arctgr = x — §x3 + 53:5 — ?x7 +...= nz:% %x%“ dla |z| < 1,

w ktérym zbiezno$¢ sumy jest tym szybsza, im blizej zera wybierzemy punkt x.
Wykorzystal to J. Machin w 1706 r., proponujac bardzo sprytna metode
obliczenia wartoéci 7 z duza doktadnoscia. Oto metoda Machina.

Niech A = arctg %, wtedy 0 <A< T itgAd= % Nastepnie obliczamy:

2tg A 5 120
tg2A=—"-—=— 1 tg4A=1tg2(24)=—.
& 1—tg2A 12 = ® 82(24) = 179
Poniewaz liczba % jest bliska jednosci, wigc kat 4A jest bliski 7. Niech
B =4A— 7. Wowczas —7 < B < %ﬂ, a poniewaz
™ tgdA—1 1
tgB=tg|4A—— | =—=>—"—=— >0,
e =8 ( 4) 1+tgdA 239



wigc 0 < B < 5 i B = arctg 2—:1,)9. Stad otrzymujemy wzdér Machina:

1 1
7r:4(4A—B):16-arctgg—4-arctg——
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Wystarczy teraz obliczyé kilka poczatkowych wyrazéw pierwszego i drugiego
szeregu, aby otrzymac¢ do$¢ dokladna wartosé liczby .

Przez sy i ty, dla k > 0, oznaczmy odpowiednio k-ta sume czesciowa
pierwszego i drugiego szeregu we wzorze Machina, a przez s i t sumy tych
szeregdw (ktore istnieja i sa skoniczone, co wynika np. z kryterium Leibniza).
Poniewaz sop41 < § < Sop oraz top41 < t < tok, wiec zachodza nieréwnosci
0<s—s3<S4—53=ge5 <7105 10<t—1t1 <tly—1t1=z5s55 < 70z~ Stad
otrzymujemy nastepujace oszacowanie:

2

_W<(3_53)—(t—t1):77—(53—t1)<

106

Wynika z niego, ze je$li dodamy skladniki sum czesciowych w wyrazeniu

s3 — t1, zaokraglone na 6smym miejscu po przecinku, to otrzymamy przyblizenie
liczby 7 z poprawnymi poczatkowymi piecioma cyframi rozwiniecia dziesietnego:
= 3,14159. ..

Dowody nieréwnosci. Mozemy teraz przystapi¢ do wykazania tytutowej
nieréwnosci, co zrobimy piecioma sposobami.

Sposéb 1. Rozwazmy funkcje f(x) = ;—z dla = > 0. Poniewaz
et xt —e® ext™l  z¢7l.e%. (z—e)

fi(z) = (z°)2 = (z°)? ’

wiec f'(e) =0, f'(z) <0dla0 <z <eif'(x)>0dlax>e W punkcie z =e
funkcja f osiaga minimum i, podstawiajac x = m, otrzymujemy nieréwnosc¢

Flr) = £ > fle) = L.

Jesli znamy rozwiniecie e® w szereg Sposéb I1. Udowodnimy pomocniczg nieréwnosé e* > 1 + x dla > 0. Niech
potegowy flx)=e"ig(x) =14z dlax > 0. Wowczas f(0) = ¢(0) i f'(x) > ¢'(x)

e =14a+ %mZ + %1‘3 +.., dla z > 0. Rozwazmy funkcje F(t) = f(t) — g(t) okreslona na dowolnym
to oczywiscie wiemy, 7e e > 1 + przedziale [0, z], gdzie x > 0. Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci
dla 2 > 0, ale, jak wida¢, mozna to Sredniej istnieje takie £ € (0,x), ze F(x) — F(0) = F'(§)(x — 0). Stad
udowodni¢ bardziej elementarnie. F(z)=F'(&z = (f'(&) — g (&))x > 0, czyli dla dowolnej wartosci z > 0

e’ = f(x)>g(z) =1+
Podstawiajac x = Z — 1 do powyzszej nieréwnosci, otrzymujemy

et !> 14 (2 —1),astad = > T i ostatecznie e™ > 7°.

Sposéb III. Rozwazmy funkcje f(z) = 2% dla z > 0. Poniewaz

() =2%2. (1 —1Inz), wiec f'(e) =0, f'(z) >0dla0 <z < e oraz f'(z) <0
dla z > e. W punkcie 2z = e funkcja f osiaga maksimum. Zatem f(7) < f(e),
czyli T < e%, a stad otrzymujemy wyjéciowa nieréwnosc.

Sposéb IV. Niech f(z) =Inz — £, x > 0. Poniewaz f'(z) = <, wigc latwo
sprawdzi¢, ze w punkcie z = e funkcja f osiagga maksimum. Zatem dla x = 7
otrzymujemy elnm < 7. Poniewaz e jest funkcja rosnaca, wiec e < €™, co

koniczy dowdd.

i Sposéb V. Tym razem rozpatrzmy funkcje f(x) = el*te — (x4 ¢€) dla x € R.
' ' Poniewaz f’(z) = e* — 1, wiec f ma minimum w x = 0. Stad dla z # 0 mamy

Rozwi ie zadania M 1327. . Py z . -
Oewrazanie zacania nieréwnoéé e! ¢ > x + e. Dla 2 > 0 wynika z niej e**® > (e + x)¢. Wystarczy

Jesli pewne trzy sposrdod rozwazanych

pieciu liczb daja te samg reszte teraz podstawié r =T — €.

z dzielenia przez 3, to wybieramy

je i ich suma jest podzielna przez 3. Na zakoniczenie odnotujmy, ze obliczenia komputerowe daja przyblizone
W przeciwnym przypadku pewne wartosci €™ &2 23,140692 i w¢ ~ 22,459157. W 1929 r. A. Gelfond wykazal,

trzy liczby daja parami rézne reszty . . . . . .
2 dziclenia przez 3 — te wlagnic ze liczba e™ jest przestepna. Natomiast natura arytmetyczna liczby 7¢ jest

wybieramy. dOty(}hCZ&S nieznana.
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