Kacik przestrzenny (9)

Rys. 1

Rys. 3

Wskazéwka do zadania 4: Sumy dlugosci
przeciwlegtych krawedzi czworoscianu sa
réwne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
sfera styczna do wszystkich krawedzi
czworo$cianu.

Katy dwuscienne

W tym odcinku przyjrzymy sie katom dwusciennym. Jedna z najbardziej
skutecznych metod radzenia sobie z nimi jest przeformulowanie problemu tak,
zeby zamiast katow dwusciennych pojawily sie katy plaskie. Mozna to zrobic¢

w nastepujacy sposob: bierzemy dowolny punkt P znajdujacy sie wewnatrz

kata brylowego i rzutujemy go na plaszczyzny zawierajace Sciany tego kata.
Otrzymujemy w wyniku kat brylowy, w ktérym katy ptaskie sa dopelieniami
odpowiednich katéw dwusciennych do kata pétpelnego, a katy dwuscienne tego kata
sa dopelnieniami do 180° katéw plaskich pierwszego kata (zachgcam Czytelnika do
sprawdzenia tego faktu). Taki kat nazywamy kgtem dopelniajgcym do danego albo
kgtem biegunowym (ang. polar angle). Po przeformulowaniu problemu mozemy
skorzystaé¢ z twierdzen o katach ptaskich z poprzedniego odcinka. Jedno z nich
przyda nam sie w tym artykule, a wiec przypomnijmy jego sformulowanie.

Twierdzenie 1. W dowolnym wypuklym kqcie brylowym suma kgtow plaskich jest
mniejsza od 360°.

Wykorzystamy opisana metode do rozwiazania nastepujacego zadania.

1. (OM 33-1I1-6) Udowodnié, ze w dowolnym czworo$cianie suma kgtéow
dwusciennych jest wieksza od 360°.

Rozwigzanie. Teza wynika z nastepujacego lematu: w dowolnym kqcie tréjsciennym
suma kgtow dwusciennych przy jego krawedziach jest wieksza od 180°.

Dowdd lematu. Niech P bedzie dowolnym punktem lezacym wewnatrz danego
kata tréjsciennego, a A, B i C' jego rzutami prostokatnymi na plaszczyzny
zawierajace Sciany danego kata tréjsciennego (rys. 1). Jesli o, (1 7 oznaczaja
miary katéw dwusciennych, to miary katéw ptaskich BPC, CPA, APB sa
rowne 180° — «, 180° — 3, 180° — ~. Z twierdzenia 1 wynika, ze

(180° — &) 4 (180° — B) + (180° — v) < 360°,
a stad a+ B+~ > 180°.

Zamiana na katy ptaskie nie jest jedyna skuteczna sztuczka. Oto przyklad innej
metody:

2. (IMO LONGLIST 1986) Punkt O jest $rodkiem sfery wpisanej w czworo$cian
ABCD, przy czym prosta OD jest prostopadla do krawedzi AD. ZnaleZé miare
kgta dwusciennego miedzy plaszczyznami BOD i COD.

Rozwigzanie. Wykazemy, ze miara tego kata jest réwna 90°.

Niech P, @, R beda punktami stycznosci sfery wpisanej odpowiednio ze Scianami
ABD,ACD,BCD. Z réwnosci BP = BR, DP = DR i OP = OR wnioskujemy,
ze czworo$ciany BODP i BODR sa przystajace (rys. 2). Zatem kat dwuscienny
miedzy plaszczyznami BOD i DOP jest réwny katowi dwusciennemu miedzy
plaszczyznami BOD i DOR. Analogicznie dowodzimy, ze kat dwuscienny
miedzy plaszczyznami COD i DOQ jest rowny katowi dwusciennemu miedzy
plaszczyznami COD i DOR. Wykazemy, ze punkty D, O, P, Q leza na jednej
plaszczyznie. Wtedy, korzystajac z poprzednich obserwacji, tatwo obliczy¢, ze
kat dwudcienny miedzy plaszczyznami BOD i COD ma miare 90°.

Poniewaz plaszczyzna ABD jest prostopadla do prostej OP, to AD 1. OP
(rys. 3). Stad i z danego w tresci warunku AD 1 OD dostajemy AD 1 DOP.
Analogicznie udowodnimy, ze AD | DOQ. Zatem punkty D, O, P, Q leza na
jednej plaszczyznie prostopadlej do krawedzi AD, co konczy dowdd.

Zadania

3. Udowodnic, ze w dowolnym czworo$cianie suma miar kgtow dwusciennych
przy wszystkich krawedziach jest mniejsza od 540°.

4. (OM 45-1-12) Wykazaé, Ze sumy przeciwleglych kgtéw dwusciennych czworoscianu
sq rowne wtedy i tylko wtedy, gdy sumy diugo$ci przeciwlegltych krawedzi sq¢ rowne.

Wiecej zadan na deltami.edu.pl.
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