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Sznurek ma minimalng predkosé przejscia

wtedy, gdy $rodek masy czesci sznurka
o dlugosci 27r i masie m = 2w Mr/l
zostaje podniesiony na wysokosé r:

min — M&T-

Stad vmin = 2r4/7g/l.
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Informatyczny kacik olimpijski (46): Myjnia samochodowa

Zadanie omawiane w tym kaciku pochodzi z obozu treningowego druzyn rosyjskich
z 2008 roku (autor zadania: Andrew Stankevich).

Do myjni ustawita sie dtuga kolejka samochodéw (jest ich n), z ktérych kazdy nalezy
wyczysci¢ w érodku i umy¢ od zewnatrz. Dla samochodu numer ¢ czynnosci te zajmuja,
odpowiednio, a; oraz b; sekund i s wykonywane niezaleznie przez dwie rézne osoby

— jeden pracownik myje wszystkie samochody od zewnatrz, a drugi czysci wszystkie

od wewnatrz. Kazdy z pracownikéw moze dowolnie ustali¢ kolejno$é czyszczenia
samochodow. Kazdy pracownik moze pracowaé naraz tylko nad jednym samochodem

i kazdy samochdéd moze by¢ w jednej chwili czyszczony przez tylko jednego pracownika.
Zadaniem jest takie ustalenie kolejnosci czyszczenia przez obu pracownikéw, zeby

jak najszybciej zakonczy¢ cala prace.

W prawdziwej myjni prawdopodobnie liczby a; nie r6znig si¢ zbytnio, podobnie jest
w przypadku liczb b;. Zachecamy Czytelnika do zastanowienia sie, czy dodatkowe
zalozenie, ze max; a; < 2min; a,; i analogicznie dla b;, pomaga w znalezieniu
rozwiazania. W oryginalnym zadaniu jednak takich zalozen nie bylo, zastanéwmy sie
wiec, jak je rozwiazaé bez tego.

Oznaczmy przez T najkrétszy czas, w ktérym mozna zakonczy¢ prace. Latwo zauwazyd,
zeT > Zl ai, T > ZZ b; oraz T > max;(a; + b;).

Niech Tmin = max(zi a;, ZZ bi, max;(a; + b;)). Chcieliby$my ulozy¢ plan, w ktérym
T= Tmin-

Jesli Tinin = max;(a; + b;), rozwazmy io, ktore realizuje to maksimum. Wiemy wéwczas,
iz Zi#io a; < b;, oraz Z#io bi < aiy, czyli moiemy ustali¢, ze jeden z pracownikéw .
najpierw czysci wszystkie samochody poza i¢, a drugi w tym czasie czysci samochod g,
po czym zamieniajg sie. W ten sposob otrzymujemy plan spetniajacy 1" = Tiin-

Pozostal nam przypadek, w ktérym Tmin > max;(a; + b;). Mozemy w nim bez straty
ogoélnosci zatozy¢, ze Tmin = ZZ a;. W takiej sytuacji przeprowadzimy rozumowanie
indukcyjne. Jesli sa co najwyzej dwa samochody, sprawa jest oczywista. Jesli sa doktadnie
trzy, to nie moga zachodzi¢ jednoczesnie nieréwnosci b1 > az, ba > as, bz > a1, bo
mielibysmy, wbrew zatozeniom, by + b2 + b3 > a1 + a2 + as. Bez straty ogdlnoéci zatézmy,
ze by < as. Jesli dodatkowo b1 + b2 < a2 + as, to widzimy, ze mozna ustawi¢ samochody
nastepujaco: u pierwszego pracownika a1, az,as, a u drugiego bs, b1, bo. Jesli za$ nie, to
naturalnie b3 < a1, a stad ba + b3 < az + a1 i sytuacja jest zupelnie analogiczna.

Zalézmy w takim razie, ze umiemy rozplanowaé czyszczenie dowolnych n — 1
samochodéw, 1 zastanéwmy sie, jak wyczysécié dane n samochodéw (n > 4). Niech
dwoma samochodami o najmniejszej sumie a; + b; beda te o numerach 1 i 2. Ustalmy,
ze samochd6d drugi bedzie czyszczony przez kazdego z pracownikéw tuz po pierwszym,
oraz zalézmy dodatkowo, ze w czasie, gdy jeden z pracownikéw czyéci ktorykolwiek

z tych samochod6w, drugi pracownik nie moze czysci¢ drugiego z tych samochodéw.
Innymi stowy, zamieniamy te dwa samochody w jeden, o wspoétczynnikach a = a1 + a2
i b = b1 + b2. Dla nowego zestawu samochodéw mamy:

maX((m+a2)+as+...+an,(bl+b2)+b3+...+bn,m>a§((ai+bi),a1+a2+b1+b2) =

max (Z ai, Z b, max(a; + b;), a1 + az + b1 + bz) = max(Twmin, a1 + a2 + b1 + b2).
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Zauwazmy, ze z wyboru samochodéw 1 i 2 wynika, ze a1 4+ a2 + b1 + b2 < % Zi(ai + b;).
Stad a1 + az + b1 + b2 < ZZ ai, czyli ostatecznie Th;, = Tmin. Z zalozenia indukcyjnego
n — 1 otrzymanych po zamianie samochodéw mozna wyczysci¢ w czasie Tin,

a wiec tym bardziej wyjsciowe n samochodéw mozna wyczysci¢ w czasie Tmin.

To pokazuje, ze Tmin jest szukanym minimalnym czasem czyszczenia samochoddw

w dowolnym przypadku.

Zauwazmy, ze nasz dowdd jest w pelni konstruktywny: tak dtugo, jak n > 4

i Tmin > max;(a; + b;), wybieramy dwa samochody o najmniejszej sumie a; + b;

i taczymy je w jeden. Przy uzyciu odpowiedniej struktury danych (chociazby kopca)
te procedure mozna zrealizowaé¢ w czasie O(nlogn). Nastepnie rozwiazujemy problem
dla trzech samochodéw lub dla przypadku Tmin = max;(a; + b;), co mozemy wykonaé
w czasie stalym lub, odpowiednio, O(n). Na koncu odzyskujemy rozwiazanie catosci
poprzez podstawianie, kolejno, par samochodéw w miejsce tych sztucznie stworzonych.
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