Klub 44

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 XI 2011

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
613 (WT = 2,66) i 614 (WT = 1,53)
z numeru 1/2011

Barttomiej Dyda Wroctaw 41,34

Pawetl Najman Krakéw 37,76
Tomasz Tkocz Rybnik 37,14
Zbigniew Skalik Wroctaw 35,98
Piotr Sobczak 1é6dz 34,73

Pawetl Kubit Krakéw 32,79

Rozwigzanie zadania M 1326.
Kazdemu listowi przypisujemy
dwuelementowy zbiér oséb,
zlozony z nadawcy i adresata. Jest
'9%) =50 - 99 = 4950 takich zbiorow
i 100 - 50 = 5000 wystanych listéw.
Poniewaz 5000 > 4950, wigc pewnym
dwoém listom przypiszemy ten sam
zbiér. Te listy muszag mieé réznych
nadawcéw, wigc powstaje sytuacja
opisana w tresci zadania.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspdélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 625, 626
Redaguje Marcin E. KUCZMA

625. Okregi o érodkach P i @ przecinaja si¢ w punktach A i B; promienie PA i QA
nie sg prostopadle. Okrag opisany na tréjkacie APQ przecina te dwa okregi

w punktach D i E (réznych od A) oraz przecina prosta AB w punkcie C' (réznym
od A). Dowiesé, ze okrag opisany na tréjkacie BDE ma $rodek w punkcie C'.

626. Dana jest liczba a > 0. Okredlamy ciagi (z,,) oraz (y,):

1 1 n
T = a, an:—(xn—i——) dlan > 1; yn:xiﬂxé“...x}lm.

2 T
Wykazaé zbieznosé i obliczyé granice ciagu (y.,).

Zadanie 626 zaproponowal pan Jerzy Cisto z Wroctawia.

Rozwigzania zadan z numeru 5/2011

Przypominamy tresé¢ zadan:

621. W nieréwnoramiennym tréjkacie ABC punkt I jest srodkiem okregu wpisanego,
stycznego do bokéw BC, C'A, AB odpowiednio w punktach X,Y, Z. Proste BC i YZ
przecinajg si¢ w punkcie P. Dowie$¢, ze proste IP i AX sa prostopadle.

P

622. Udowodnié¢ nieréwnosé
y+=z
1+y+=2

T +y
l1+x+y

x+ z S xT
14+z+ 2z - 1+

dla liczb x,y,z > 0.

621. Prosty rachunek na wektorach: styczna do okregu jest prostopadia do promienia
— — —_— —

w punkcie stycznoéci, wiec IX + XP =0, IY - YA = 0. Punkt P lezy na prostej Y Z,
— —

prostopadtej do I A; zatem YP-TA = 0.

— —
Chcemy wykazaé, ze wektory [P i AX sa prostopadle. Obliczamy ich iloczyn skalarny:

— — — —  — — — — -  — — —  — —
IP-AX =IP-(IX —TA)=IP-IX — (IY +YP)-TA=IP-IX —IY - TA =
— —_ — — — — 5 5
=(IX+XP)-IX—-1IY-(IY+YA)=I|IX]"—|IY|"=0.
Tak wiec IP 1 AX.

622. Poniewaz —— =1 1

Tt - o nieréwno$¢ dana do udowodnienia jest réwnowazna
nastepujace;j:

1 1 < 1 1
1+ l14+z+y” 14+a+2z 14+y+z
Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze y < z.

Jezeli x > y, to w ostatniej nieréwnosci lewa strona jest nieujemna, prawa jest
niedodatnia i nie ma czego dowodzic.

Gdy za$ r < y, mozemy tak przeksztalcaé¢ lewa strone i szacowaé ja z dotu, by uzyskaé
wyrazenie widoczne po prawej stronie:

1 1 Y

_ - >
1+ l1+z+y (A+2)(l+z+y)
Y Y
> > >
A+z+2)l+z+y) = Q+z+2)1+z+y) ~
y—x 1 1

> = - .
I+z+2)(1+2z4+y) 14+z4+z 1+z+y
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Klub 44 Zadania z fizyki nr 522, 523
Redaguje Jerzy B. BROJAN

522. Linka o dlugosci [ = 1,5 m i masie m = 0,2 kg (jednorodnie
rozlozonej) jest zamocowana koncami w dwéch punktach odlegltych
oa=1m (rys. 1). Linka obraca si¢ wokdl osi przechodzacej przez
punkty zamocowania z predkoscia katowa w = 100 rad/s 1 wzgledem
tego obracajacego sie uktadu odniesienia pozostaje nieruchoma.
Pomijajac efekty sity ciezkosci, obliczyé¢ numerycznie odlegltosé R
srodkowego punktu linki od osi obrotu.

Termin nadsytania rozwigzan: 30 XI 2011 . . . , . . . .
523. Dwie cienkie wspolosiowe soczewki o ogniskowych f1 1 fs sa

Croléwka ligi zadaniowej Klub 44 F odleglle,o d i wykonane z tego samego szkta. Jaki War.unek muszg
po uwzglednieniu ocen rozwiazah zadari Spelnia¢ podane parametry, aby ogniskowa zespotu nie zalezala
514 (WT = 1,15) i 515 (WT = 3,35)  od dlugosci fali (aby uktad byl achromatyczny)? Zmiany |
z numeru 3/2011 . . . N .
wspolczynnika zatamania sa niewielkie.

Jerzy Witkowski Radlin 42,61 L o . . ; . Rys. 1
Andrzej Idzik Bolestawiec 39,01 Ogdlnie definiuje sie ogniskowa w sposéb nastepujacy: gdy na uktad

Marian Lupiezowiec  Gliwice 37,70 pada promien réwnolegly do osi i odlegly od niej o niewielki odcinek h,

Tomasz Wietecha Tarnéw 35,78 . . . .

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 3319 & wychodzac z ukladu przecina o$ pod katem «, to ogniskowa wynosi f = h/a.
Michat Kozlik Gliwice 22,98

Rozwigzania zadan z numeru 5/2011

Przypominamy tres¢ zadan:

518. Zrédlo dzwigku o stalej czestotliwosdci poruszalo si¢ ruchem jednostajnym po linii prostej
przebiegajacej w pewnej odlegtos$ci od nieruchomego mikrofonu. Wykonano staranny pomiar
zalezno$ci czestotliwosci rejestrowanej przez mikrofon od czasu odebrania sygnatu i zapisano wykres
f(t) na papierze milimetrowym. Niestety, zapomniano oznaczy¢ osie, wskutek czego arkusz papieru
moégt zostaé obrécony. Czy wykres jest symetryczny wzgledem obrotu o 180°7 Jeéli nie, to czy
mozna rozstrzygnadé, czy jest on prawidlowy w danej postaci, czy tez nalezy go obréci¢? Zataczony

rysunek 2 jest tylko ilustracjg problemu, a nie informacja o doktadnym przebiegu wykresu.

519. Na lince zawieszono cig¢zar o masie M, a linke przelozono przez nieruchomy walec o promieniu R.
Na drugim koncu linki zawieszono najmniejszy ciezar m wystarczajacy do tego, aby wigkszy ciezar
nie zeslizgnat sie¢ w dét (rys. 3a). Jesli ten sam cigzar M zawiesié¢ na:

1) walcu o wigkszym promieniu (rys. 3b),

2) podporze, ktérej przekrdj jest elipsa wydtuzong wzdluz osi pionowej (rys. 3c) lub poziomej (rys. 3d),

to czy niezbedny ciezar m bedzie mniejszy niz na rysunku a, wiekszy, czy taki sam? Wspéblczynnik
Rus. 2 tarcia linki o podpor¢ jest w kazdym przypadku jednakowy.

Y 518. Niech v bedzie predkoscia zrédla, fo — jego czestotliwoscia, ¢ — predkoscia,
dzwigku, t — czasem odebrania dzwicku, ¢’ — czasem jego wystania (¢ = 0 odpowiada
chwili, gdy zr6édlo jest najblizej mikrofonu), h — minimalng odlegloscia od mikrofonu.
Czasy t i t' sa powigzane wzorem

1
b (1) t=1t +=\/h?+ (vt')2

c

Czestotliwo$¢é odebrana przez mikrofon jest zmieniona wskutek zjawiska Dopplera, tzn.

foc
2 t) =
2) s = e,
M gdzie v jest rzutem predkosci zrédta na kierunek do mikrofonu (dodatnim, gdy zwrot

jest przeciwny), czyli
vt
t—t)

(3) v o= —m -sgn(t’) = o

Rozwiazujac réwnanie (1) ze wzgledu na t’' i podstawiajac do (3) i (2), mozna (po dosé
pracochtonnych przeksztalceniach) sprawdzié, ze

i i 0 70+ -y = 2R

Oznacza to, ze wykres jest symetryczny wzgledem punktu o wspétrzednych ¢ = 0,

c d

Rys. 3
Y f= 050_352 — nieodréznialny od wykresu obroconego.
519. Rozwazmy niewielki fragment linki napiety sita F' i wygiety o kat da (rys. 4).
Wypadkowa dwoch sit F' jest rownowazona przez site reakcji podpory dN, zatem
maksymalna sila tarcia (bedaca przyrostem sily napigcia) jest réwna
v dF = fdN = fFda,
F gdzie f jest wspélezynnikiem tarcia. Sumujac (catkujac) przyrosty dF, stwierdzamy, ze
F_13a przy ustalonym f i ustalonej sile napiecia na jednym koncu linki wartos¢ F' na drugim
o koncu zalezy tylko od kata miedzy stycznymi do koncédw linki, czyli dla wszystkich
Rys. 4 przypadkéw a—d jest ona jednakowa.
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