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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
611 (WT =2,65) i 612 (WT = 2,33)
z numeru 12/2010

Michal Kieza Warszawa 47,30
Bartlomiej Dyda Wroctaw 41,03
Zbigniew Skalik Wroctaw 34,60
Pawel Najman Krakéw 33,57
Piotr Sobczak 1.6dz 33,20
Tomasz Tkocz Rybnik 32,95

Michal Kieza — juz po raz czwarty.

L...]

Rozwigzanie zadania M 1322.

Zbiér n odcinkéw o réznokolorowych
koncach mozemy skonstruowaé na
skonczenie wiele sposobéw (dokladnie n!).
Narysujmy go tak, aby suma dlugosci
narysowanych odcinkéw byla mozliwie
najmniejsza. Wtedy te odcinki sa parami
roztaczne, bo w przeciwnym przypadku

pare z, y przecinajacych sie odcinkéw
mozna zastapié¢ parg odcinkéw
nieprzecinajacych si¢ a, b, zmniejszajac
jednoczes$nie sume dlugosci wszystkich
odcinkéw. Wynika to tatwo z nieréwnosci
tréjkata: |al + |b] > (|z1| + |y1l) +

+ (72| + ly2]) = lo] + lyl.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspdélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Rozwigzania zadan z numeru 4/2011
Redaguje Marcin E. KUCZMA

Przypominamy tres¢ zadan:

619. Szachownica o rozmiarach n X n zostala pokryta ptytkami 2 x 2. Kazda ptytka pokrywa
dokladnie cztery pola. Plytki zachodzag na siebie, ale nie wystaja poza brzeg szachownicy. Liczba
plytek przekracza 2(71,2 — n)/3. Dowies$é, ze mozna usunaé jedng plytke tak, by pozostate ptytki
nadal pokrywaly calg szachownice.

620. Niech P(z) bedzie wielomianem stopnia dodatniego o wspdétczynnikach catkowitych. Wykazadé,
ze dla kazdej liczby naturalnej k istnieje liczba catkowita n taka, ze liczba P(n) ma co najmniej k
réznych dzielnikéw pierwszych.

619. W obrebie szachownicy jest (n — 1)? punktéw kratowych (w kazdym
spotykaja sie cztery pola szachownicy). Wyr6znijmy te punkty kratowe, na ktore
padly érodki ptytek. Punkty kratowe leza w n — 1 rzedach po n — 1 punktow;
liczba punktéw wyrdznionych przekracza (n — 1)(2n/3), wiec w pewnym rzedzie
jest ich wigcej niz [2n/3].

Numerujemy punkty kratowe w tym rzedzie od 1 do n — 1. Wystarczy wykazac,
ze pewna trojka (j,7 + 1,7 + 2) sklada sie¢ z punktéw wyrdznionych; mozna
wtedy bezkarnie usunaé plytke o srodku w punkcie 5 + 1.

Zalézmy, ze tak nie jest; zatem w kazdej z tréjek (1,2,3), (4,5,6) itd. jest punkt
niewyrézniony. Jest | (n — 1)/3] tréjek postaci (3 — 2,3i — 1, 3¢). W takim

razie liczba punktéw wyrdznionych (w rozwazanym rzedzie) nie przekracza
rézmicy (n — 1) — |(n — 1)/3]; za$ ta réznica réwna sie |2n/3], o czym mozna
sie przekonaé, rozpatrujac trzy mozliwe reszty z dzielenia n przez 3. Sprzeczno$é
— wyréznionych punktéw mialo by¢é w tym rzedzie wiecej.

620. Niech P(z) = ap+ a1z + ...+ apz™ (m > 1).

Gdy ag = 0, wystarczy wzia¢ dowolna liczbe n, bedaca iloczynem k réznych liczb
pierwszych. Sa one oczywiscie dzielnikami liczby P(n). Dalej przyjmijmy, ze ag # 0.
Najpierw wykazemy, ze zbiér dzielnikéw pierwszych wszystkich liczb P(n) jest
nieskonczony. Przypu$émy bowiem, ze jest to zbiér skoniczony {p1,...,ps}.
Biorac jako n dowolng liczbe postaci n = aglpy ... ps (I calkowite), mamy

P(n) =ag {1 + Z aial t(Ipy ... ps)*
i=1

Liczba w nawiasie kwadratowym nie dzieli sie przez zadna z liczb pierwszych
P1,---,Ps (a swoboda wyboru | pozwala przyjaé, ze jest rézna od +1); ma wiec
jakis inny dzielnik pierwszy, wbrew uczynionemu przypuszczeniu.

Stad wniosek, ze dla dowolnego k istnieja rézne liczby pierwsze q1, ..., qr oraz
takie liczby catkowite ny,...,ng, ze
P(n;)=0 (mod ¢;) dlai=1,... k.
Znajdujemy liczbe n, spelniajaca uktad kongruencji
n=mn; (mod ¢;) dlai=1,...,k;
taka liczba istnieje, w my$l chinskiego twierdzenia o resztach. Wéwczas
P(n)=P(n;) =0 (mod ¢;) dlai=1,...,k;
liczba P(n) ma wigc co najmniej k réznych dzielnikow pierwszych.
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Klub 44 Rozwigzania zadan z numeru 4/2011
Redaguje Jerzy B. BROJAN

Przypominamy tres¢ zadan:

516. Sprezyscie zginajacy si¢ jednorodny pret o diugosci I i masie m zamocowano jednym koncem
poziomo, a drugi zwisa pod wplywem sily ciezkosci (rys. 1). Miara sztywnosci preta jest dany
parametr k, bedacy stosunkiem momentu sily zginajacej M do kata o miedzy stycznymi do koncéw
preta, gdy M ma wzdluz niego stalag warto$é. Obliczy¢ numerycznie zwis preta h oraz kat opadania
jego konica «, przy nastepujacych danych: I =1 m, m =1 kg, k =1 N - m/rad, przyspieszenie
ziemskie g = 10 m/s2.

Wskazowka: Obliczenia moga by¢ oparte na przedstawieniu preta jako zespolu duzej liczby
n sztywnych pretéw o masach mi = m/n i dlugosciach l; = l/n, polaczonych przegubami opisanymi
przez wspoéltczynnik k1 = k - n.

517. Réwnolegla wigzka $wiatla o natezeniu (tzn. mocy na jednostke powierzchni prostopadtlej) I
pada na kulke o promieniu r ze szkta o wspélczynniku zatamania n. W odleglosci R > r od kulki
Rys. 1 znajduje sie¢ ekran prostopadtly do wiazki padajacej, ale oSwietlony tylko przez swiatto przechodzace
przez kulke. Jesli mozna pominagé efekty dyfrakcyjne i odbicie §wiatta od szkla, to jakie jest
natezenie $wiatta padajacego na $rodek ekranu?

516. Niech s bedzie zmienna wzdluz preta, od s = 0 (koniec zamocowany) do
s = (koniec zwisajacy). Funkcjami zmiennej s sa: sila oddzialywania jednej
czedcl na druga P(s) (czyli clezar prawej czedei preta), moment zginajacy
/-D M(s+As) Pret M (s) oraz kat odchylenia stycznej od poziomu af(s). Oczywiste jest, ze
P(s) = mg(l — s)/l, natomiast rozwazajac maly odcinek preta o dlugosci
P(s+ As) Iy = As, stwierdzamy, ze warunek réwnowagi ze wzgledu na obrét ma postaé
Rys. 2 (zob. rys. 2)

—AM = M(s) — M(s+ As) = PAscos a.

Pominelidmy tu ,wyrazy drugiego rzedu”, tzn. zaniedbalidémy ciezar tego odcinka
Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F ,Q K Y o7 Y Y . g g € o) , . y, ) @ K g
po uwzglednieniu ocen rozwigzah zadan  OTaz roéznicg migdzy wartosciami P na jego koficach. Dalej, réznica migdzy

512 (WT = 3,30) i 513 (WT = 3,15)  katami nachylenia sasiednich odcinkéw zalezy od M zgodnie ze wzorem
z numeru 2/2011

Aa
Jerzy Witkowski Radlin 39,68 kiAo =M, czyli kl=— = M.
Andrzej Idzik Bolestawiec 36,52 As
Tomasz Wietecha Tarnéw 34,63  Zbierajac zapisane réwnania, dochodzimy w granicy As — 0 do réwnania
Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 32,04 résmiczkoweso
Michal Kolik Gliwice 20,94 g )
kld « l—s
— = —mg Cos
ds? l ’

ktére po wprowadzeniu zmiennej bezwymiarowej z = s/l przybiera postaé

d2a mgl

ﬁ @:77(172)COSO[.
) da

Roéwnanie to trzeba scatkowac¢ od z = 0 (gdzie a = 0) do z = 1 (gdzie §2 = 0),
ngl ma wartos¢ 10. Zgodnie z trescia zadania obliczy¢ nalezy

a(1) oraz sume przesunie¢ pionowych dh = dz - sin . Autor stosowal procedure

Rozwigzanie zadania F 793.
Mozemy zatozy¢, ze kropla rozptyne¢ta przy czym stala
si¢ symetrycznie i widziana z géry ma

ksztalt kota o promieniu R. Powierzchnia

tego kota wynosi § = V/d = m/pd. numeryczna, zaczynajac od z = 0 i wybierajac dowolna poczatkows wartosé %7
Sila przyciggania migdzy plytkami ; iac e » = O g ie si
i1a przyciggania migdzy plytkami a nastepnie korygujac ja tak, aby w punkcie z = 1 otrzymac¢ 5 = 0. Okazuje sig,
réwna jest F' = Ap/S, gdzie Ap = 20/d . o , - da - , ..
jest ciénieniem wywieranym przez ze wlasciwg poczatkowa wartoscia 47 jest 3,74, koncowy kat nachylenia jest
zakrzywiona powierzchnie cieczy. I‘éwny Oé(l) = 1,054 I‘a,d, a zwis h = 0,701 m.
Ostatecznie
F= 2”1"2"’ =0,72 N. 517. Promien, ktérego przedluzenie jest odlegle od $rodka kulki o h, pada
pd

na jej powierzchnie pod katem « = arcsin(h/r) i zalamuje si¢ pod katem

(8 = arcsin(h/rn). Poniewaz przy wyjéciu z kulki katy sa te same, wiec kat
odchylenia tego promienia od kierunku poczatkowego jest réwny v = 2(a — ().
Rozpatrujac promienie padajace na ekran w poblizu érodka, nalezy przyjac,

ze katy sa male, tzn. v = 2% (1 — %) Gdy spelniony jest warunek R > r,
promienie odchylone o v padaja na ekran w odleglosci YR od $rodka.
Widzimy, ze wiazka o polu przekroju wh?, ktérej moc wynosi wh2Iy,

o$wietla na ekranie koto o polu 7(yR)?2. Szukane natezenie o$wietlenia

srodka ekranu wynosi wiec

7Th2[0 T 2 1 -2
g T =) (1-=) .
Rys. 3 m(yR)? 2R n
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